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1. Ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì f
′′
(x) > 0 ïðè x ∈ [0, 2π]. Äîêàæèòå,

÷òî
2π∫
0

f(x) cosx dx > 0.

2. Ïóñòü A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèòå ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îïðåäåë¼ííûõ

íà [0, 1] è íåïðåðûâíûõ íà ýòîì îòðåçêå ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë

çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà A.

3. Áîé ïîäóøêàìè íà áðåâíå ïðîâîäèòñÿ íà âûëåò. Âñåì ó÷àñòíèêàì ïðèñâàèâàþòñÿ ïîðÿäêîâûå íîìåðà.

Î÷åðåäíîñòü áîåâ îïðåäåëÿåòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ íîìåðîâ: ïåðâûé áü¼òñÿ ñî âòîðûì, ïîáåäèòåëü ýòîé

ïàðû � ñ òðåòüèì, ñëåäóþùèé ïîáåäèòåëü � ñ ÷åòâ¼ðòûì è ò.ä. Â äðóãîé äåíü ýòè æå áîéöû ðåøèëè

ïîâòîðèòü ìàò÷ ïî òåì æå ïðàâèëàì, íî î÷åð¼äíîñòü áîåâ óñòàíîâèëè ïî óáûâàíèþ íîìåðîâ. Äîêàæèòå,

÷òî íàéä¼òñÿ ïàðà áîéöîâ, âñòðå÷àâøàÿñÿ äðóã ïðîòèâ äðóãà íà áðåâíå äâàæäû.

4. Íàéòè âñå äèôôåðåíöèðóåìûå (n + 1) ðàç íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ ïðè ëþáîì

âåùåñòâåííîì x âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

f(x) = f(0) +
x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) +

xn

n!
f (n)(0) +

xn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x).

5. Ôóíêöèÿ f : R→ (−∞,+∞) âñþäó íåïðåðûâíà. Èçâåñòíî, ÷òî

+∞∫
−∞

f(x) dx = 1.

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, 1), à [a, b] � îòðåçîê ìèíèìàëüíîé äëèíû,

äëÿ êîòîðîãî
b∫
a

f(x) dx = α.

Äîêàæèòå, ÷òî f(a) = f(b).

6. Ïóñòü {a1, a2, . . . , an} � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîå, ÷òî
n∏
i=1

ai èìååò ìåíåå n ðàçëè÷íûõ ïðî-

ñòûõ äåëèòåëåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî I ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n} òàêîå, ÷òî√∏
i∈I

ai � öåëîå ÷èñëî.

7. Îáîçíà÷èì k-å ïî ñ÷åòó ïðîñòîå ÷èñëî ÷åðåç pk. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > 2 ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n}
ìîæíî ðàçáèòü íà 2 òàêèõ ïîäìíîæåñòâà A è B, ÷òî

1 6

∏
i∈A

pi∏
j∈B

pj
6 2.

8. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ f(x), âñþäó ðàçðûâíóþ, êðîìå 0, íî äèôôåðåíöèðóåìóþ â íóëå, ïðè÷åì f ′(0) = 1.

9. Ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f : R→ R ðàçëîæèòü â ñóììó ñþðúåêòèâíîé ôóíêöèè g : R→ R è

èíúåêòèâíîé ôóíêöèè h : R→ R?


