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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

6 äåêàáðÿ 2009

Âðåìÿ ðàáîòû: 180 ìèíóò

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.

1. Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî −1000000 (ìèíóñ ìèëëèîí). Çà õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü êàêèå-íèáóäü äâà

(èëè îäíî) ÷èñëà è íàïèñàòü èõ ñóììó èëè ïðîèçâåäåíèå. Åñëè âûáðàíî îäíî ÷èñëî, òî íàäî ïèñàòü

èëè åãî êâàäðàò, èëè åãî óäâîåííîå. Êàê çà 12 òàêèõ õîäîâ íàïèñàòü ÷èñëî íîëü?

2. Ìàëûø ìîæåò ñúåñòü òîðò çà 10 ìèíóò, áàíêó âàðåíüÿ � çà 8 ìèíóò è âûïèòü êàñòðþëþ ìîëîêà � çà

15 ìèíóò, à Êàðëñîí ìîæåò ñäåëàòü ýòî çà 2, 3 è 4 ìèíóòû ñîîòâåòñòâåííî. Çà êàêîå íàèìåíüøåå âðåìÿ

îíè ìîãóò âìåñòå ïîêîí÷èòü ñ çàâòðàêîì, ñîñòîÿùèì èç òîðòà, áàíêè âàðåíüÿ è êàñòðþëè ìîëîêà?

3. Êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå y =
1

x
â òî÷êå M îòñåêàåò îò óãëà x > 0, y > 0 ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

Äîêàæèòå, ÷òî:

à) òî÷êà M � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû ýòîãî òðåóãîëüíèêà;

á) åãî ïëîùàäü íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè M .

4. Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1] òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

a) f(0) = f(1) = 1;
á) 2001 · f ′(x)g(x) + 2009 · f(x)g′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1].
Äîêàæèòå, ÷òî g(1) > g(0).

5. Íàéäèòå ñóììó ðÿäà
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6. Ïóñòü {qk}nk=1 � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî qk > 1 äëÿ âñåõ k. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî:
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7. Íàéäèòå ìèíèìóì âåëè÷èíû max
16i<j6n+1

(xi, xj) ïî âñåì íàáîðàì åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ x1, x2, ..., xn+1 ∈ Rn.


