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1. Ïóñòü ôóíêöèè f(x), g(x) � íåïðåðûâíûå è ñþðúåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ èç [0, 1] â [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéä¼òñÿ òî÷êà x0 èç îòðåçêà [0, 1] òàêàÿ, ÷òî f(g(x0)) = g(f(x0)).

2. Ïóñòü r ∈ N. Íàéòè ïðåäåë

lim
n→∞

1

nr+1

n∑
k=1

kr cos
k

n
.

3. Ïóñòü
∞∑
n=1

an = S. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
x→1−0

(
a1 + a2x+ . . .+ anx

n−1 + . . .
)

= S.

4. Ïóñòü f åñòü (íå îáÿçàòåëüíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ) ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîé ïàðû x1 < x2
íåðàâåíñòâó

f

(
x1 + x2

2

)
<
f(x1) + f(x2)

2
.

Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî

f

(
x1 + x2 + . . .+ xn

n

)
<
f(x1) + f(x2) + . . .+ f(xn)

n
.

5. Ó ÷èñëà a åñòü p äåëèòåëåé, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî a(ak − 1) äåëèòñÿ íà p äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî k.

6. Ñóùåñòâóþò ëè êâàäðàòíûå ìàòðèöû A, B òàêèå, ÷òî AB −BA = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà?

7. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

cosn
n . Ðàçîáüåì N -þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ýòîãî ðÿäà íà äâà ñëàãàåìûõ:

SN =
N∑

n=1

cosn

n
= S+

N + S−N ,

ãäå S+
N è S−N � ñóììû ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë lim
N→∞

S+
N

S−
N

è íàéäèòå åãî.

8. Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ∆ = {A1, A2, . . . , An} íà ïëîñêîñòè è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ρ > 0.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {Xk}∞k=1 ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó: X1 = X, Xk+1 � ýòî öåíòð òÿæåñòè òî÷åê èç ∆, ñîäåðæàùèõñÿ â êðóãå ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì

â òî÷êå Xk, åñëè òàêèå òî÷êè ñóùåñòâóþò, è Xk+1 = Xk èíà÷å. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì âûáîðå

íà÷àëüíîé òî÷êè X äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ïîñòîÿííîé, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà.


