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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

21 äåêàáðÿ 2012

Âðåìÿ ðàáîòû: 180 ìèíóò

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.

1. Áóäåì íàçûâàòü öåëî÷èñëåííóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n ¾âåñ¼ëîé¿, åñëè ñóììà ýëåìåíòîâ êàæ-

äîé å¼ ñòðîêè ÷¼òíà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû A è äëÿ ëþáîé ¾âåñ¼ëîé¿

ìàòðèöû B ïðîèçâåäåíèå AB òîæå ÿâëÿåòñÿ ¾âåñ¼ëîé¿ ìàòðèöåé.

2. Ïóñòü (A, +, ∗) � êîíå÷íîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, â êîòîðîì 1 + 1 = 0. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ x2 = 0
è x2 = 1 èìåþò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êîðíåé â êîëüöå.

3. Ïðÿìûå l1 è l2 êàñàþòñÿ ïàðàáîëû â òî÷êàõ A è B, ñîîòâåòñòâåííî, è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C. Òî÷êà
K � ñåðåäèíà îòðåçêà AB. Äîêàæèòå,÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà KC ëåæèò íà ïàðàáîëå.

4. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n∑
k=1

[
k
√
n
]
= 2n?

5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 3, 4, 9, 10, 12, 13, . . . ñîñòîèò èç âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíüþ
3 èëè ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé 3. Íàéäèòå 100-é ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

6. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà m òàêîâà, ÷òî An+1 = 0, à An íå ðàâíà íóëåâîé. Äîêàæèòå, ÷òî

anA
n + an−1A

n−1 + . . .+ a1A+ a0E = 0

òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû ai = 0 ïðè ëþáîì i = 0, 1, . . . , n. Çäåñü E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

7. Âû÷èñëèòå ñóììó ðÿäà
∞∑
k=1

1

13 + 23 + . . .+ k3
.

Ïðèìå÷àíèå: ñîîòíîøåíèå ζ(2) =
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 ñ÷èòàòü èçâåñòíûì.

8. Äîêàæèòå, ÷òî 11 êîíåé íå ìîãóò ïîáèòü âñå îñòàâøèåñÿ 53 ïîëÿ øàõìàòíîé äîñêè.

9. Ïóñòü f : [0, 1]→ R � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé
1∫
0

xf(x) dx = 0. Äîêàæèòå, ÷òî

1∫
0

f2(x) dx > 4

 1∫
0

f(x) dx

2

.


