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1. Êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå x2 − y2 + 2x+ 2y äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ x è y?

2. Ïóñòü α(x) � ïåðâàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 2x.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ α(x) èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0, 1].

á) Äîêàæèòå, ÷òî 3.5 <

1∫
0

α(x)dx < 4.5.

3. Â êîíå÷íîì ïîëå ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íå ðàâíî åäèíèöå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ

ýëåìåíòîâ ïîëÿ ðàâíà íóëþ.

4. Â ýëëèïñå ñ ôîêóñàìè F1 è F2 ïðîâåäåíà õîðäà MN , êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ôîêóñ F2. Íà ïðÿìîé

F1F2 âûáðàíû äâå òî÷êè S è T òàêèå, ÷òî ïðÿìûå SM è TN ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê ýëëèïñó. Òî÷êà

D ñèììåòðè÷íà F2 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé SM , òî÷êà E ñèììåòðè÷íà F2 îòíîñèòåëüíî NT . Ïðÿìûå DS,
TE è MN ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò òðåóãîëüíèê ABC (òî÷êà C íå ëåæèò íà MN). Äîêàæèòå, ÷òî

à) CF2 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC;
á) CF1 � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC.
Ïðèìå÷àíèå: îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

5. Ìàêñèìàëèñò è ìèíèìàëèñò ïî î÷åðåäè âïèñûâàþò ïî îäíîìó ÷èñëó â òàáëèöó ðàçìåðà n × n (ïîñëå-

äîâàòåëüíî, ñòðî÷êà çà ñòðî÷êîé, ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó âíèç). Êàêèì îêàæåòñÿ ðàíã ïîëó÷èâøåéñÿ

ìàòðèöû, åñëè ìàêñèìàëèñò èçî âñåõ ñèë ñòàðàåòñÿ åãî ìàêñèìèçèðîâàòü, à ìèíèìàëèñò � ìèíèìèçè-

ðîâàòü? (Îòâåò ìîæåò çàâèñåòü îò n è îò òîãî, êòî äåëàåò ïåðâûé õîä.)

6. Ôóíêöèÿ f : (1,+∞)→ R äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî

f ′(x) = f

(
x

x− 1

)
+ f(x)

äëÿ âñåõ x > 1 è lim
x→∞

f ′(x)

ex
= 2. Äîêàæèòå, ÷òî f(2) < 20,16.


