
Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ðåñïóáëèêàíñêàÿ ñòóäåí÷åñêàÿ ïðåäìåòíàÿ îëèìïèàäà

ïî íàïðàâëåíèþ

¾Ìàòåìàòèêà¿

13 àïðåëÿ 2017

Âðåìÿ ðàáîòû: 240 ìèíóò

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.

1. Ïóñòü (Tn)
∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíî: T1 = T2 = T3 = 1 è

Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tn ïðè n > 1. Âû÷èñëèòå ñóììó ðÿäà

∞∑
n=1

Tn

2n
,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, çàïèñü êîòîðûõ â k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì k > 1
ñîäåðæèò ðîâíî k ðàçëè÷íûõ öèôð (ñòàðøàÿ öèôðà íå ìîæåò áûòü íóë¼ì).

3. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå êâàäðàò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà äâà è êóá ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà òðè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòîðàìè.

4. Òî÷êà P ëåæèò âíóòðè âûïóêëîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = x2, íî íå ëåæèò íà îñè OY . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç S(P ) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ïîëó÷åííûõ îòðàæåíèåì P îòíîñèòåëüíî âñåõ êàñàòåëüíûõ

ê ïàðàáîëå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ñóììû

max
(x,y)∈S(P )

y + min
(x,y)∈S(P )

y

íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè P .

á) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê P òàêèõ, ÷òî max
(x,y)∈S(P )

y = 0.

5. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f : [0, 1] → R îáîçíà÷èì ÷åðåç sn(f) è Sn(f) íèæíþþ è âåðõíþþ ñóììû Äàðáó

äëÿ ôóíêöèè f , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþ [0, 1] íà n ÷àñòåé. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ

èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî

∞∑
n=1

sn(f) ñõîäèòñÿ, à

∞∑
n=1

Sn(f) ðàñõîäèòñÿ?

6. Íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû ñïèñàëè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ó ñâîèõ òîâà-

ðèùåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñ ïîçîðîì âûãíàòü ÷àñòü ó÷àñòíèêîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü, ÷òî áîëåå

÷åòâåðòè îò îáùåãî ÷èñëà ñïèñàííûõ ðåøåíèé áûëî ñïèñàíî âûãíàííûìè ó÷àñòíèêàìè ó íå âûãíàííûõ.


