
Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå

7 äåêàáðÿ 2008

Óêàçàíèÿ

1. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äîêàæèòå, ÷òî:

2π∫
0

f(x) cosx dx =

π∫
0

(f ′(x+ π)− f ′(x)) sinx dx.

2. Îòâåò: ìîùíîñòü êîíå÷íà è ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â A. Ëþáàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f áóäåò

ïîñòîÿííîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïëîòíîñòüþ Q ∩ [0; 1] â [0; 1] è
íåïðåðûâíîñòüþ f íà [0; 1], ðàññìàòðèâàÿ

inf {x : x ∈ Q ∩ [0; 1] è f(x) 6= f(0)}

(â ñëó÷àå, êîãäà ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî).

3. Îáîçíà÷èì n êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ. Âûáåðåì ïîáåäèòåëÿ ïåðâîãî äíÿ (åñëè ýòî n-é ó÷àñòíèê) èëè

ïðåäïîñëåäíåãî ïîáåäèòåëÿ ïåðâîãî äíÿ (èíà÷å). Ïóñòü ýòî k-é ó÷àñòíèê, ãäå k < n. Çíà÷èò, â ïåðâûé
äåíü áûëè áîè (k, i) äëÿ âñåõ i îò k+ 1 äî n. Ïðè ýòîì, (n− k)-é ïî ñ÷åòó áîé âòîðîãî äíÿ áóäåò ìåæäó
k-ì ó÷àñòíèêîì è ïîáåäèòåëåì ñðåäè (k + 1), . . . , n.

4. Îòâåò: âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè íå âûøå (n+ 1).

Ðàññìîòðèì

g(x) = f(x)− f(0)− x

1!
f ′(0)− x2

2!
f ′′(0)− . . . . . .− xn

n!
f (n)(0).

{
g(n+1)(x) = (n+1)!

xn+1 g(x)

gk(0) = 0, 0 6 k 6 n.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ïðè x > 0 è x < 0, ôóíêöèÿ áóäåò ñîâïàäàòü
ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì âèäà Cxn+1. À òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) (n+ 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå,
òî C áóäåò îäíèì è òåì æå ïðè x > 0 è x < 0.

5. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü f(b) > f(a) (îáðàòíûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí). ßñíî, ÷òî f(a) > 0 è f(b) > 0, èíà÷å
ìû ìîæåì ñóçèòü îòðåçîê [a; b]. Ñóùåñòâóåò òàêîå ε, ÷òî∫ b+ε

a+ε
f(t) dt >

∫ b

a
f(t) dt = α.

Íî òîãäà ìîæíî âçÿòü a+ ε < c < b+ ε, ÷òî ∫ c

a+ε
= α.

Ïðîòèâîðå÷èå.

6. Ïóñòü
∏
i∈I

ai èìååò ðîâíî k 6 n− 1 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé p1, ..., pk. Êàæäîìó X ∈ {1, 2, ..., n},

âêëþ÷àÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, ñîïîñòàâèì íàáîð èç íóëåé è åäèíèö (α1, α2, ..., αk)(X), ãäå αs � îñòàòîê

ïðè äåëåíèè íà 2 ïîêàçàòåëÿ ps â ïðîèçâåäåíèè
∏
i∈X

ai (äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà
∏
i∈X

ai = 1). Êîëè÷åñòâî

âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ èç íóëåé è åäèíèö äëèíû k åñòü 2k, à êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ {1, 2, ..., n} ðàâíî
2n > 2k. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ íàáîðà (α1, α2, ..., αk) äëÿ ðàçëè÷íûõ X1 è

X2. Òîãäà ïîëîæèì èñêîìîå ìíîæåñòâî X = X1∆X2 (ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü).
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7. Èñïîëüçóéòå òåîðåìó ×åáûøåâà (ïîñòóëàò Áåðòðàíà): äëÿ ëþáîãî x ≥ 2 íàéä¼òñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p â

èíòåðâàëå x 6 p < 2x. Ïðîâåäèòå èíäóêöèåé ïî k ñ øàãîì 2.

8. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x2D(x) + x, ãäå

D(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x 6∈ Q.

� ôóíêöèÿ Äèðèõëå.

9. Îòâåò: íå âñåãäà. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

f(x) =

{
1, x = 0

0, x 6= 0.

Èçâåñòíî, ÷òî g(0) + h(0) = 1. Òàê êàê ôóíêöèÿ g ñþðúåêòèâíàÿ, òî ñóùåñòâóåò x0 òàêîé, ÷òî g(x0) =
g(0)−1 (ÿñíî, ÷òî x0 6= 0). Îòñþäà ïîëó÷àåì h(x0) = 1−g(0) = h(0) � ïðîòèâîðå÷èå ñ èíúåêòèâíîñòüþ

h(x).


