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Óêàçàíèÿ

1. Êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Êîìïîçèöèÿ ñþðúåêòèâíûõ ôóíêöèé �

ñþðúåêòèâíàÿ. Çíà÷èò, h1(x) = f(g(x)) è h2(x) = g(f(x)) � íåïðåðûâíûå ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè.

Èç ñþðúåêòèâíîñòè h1(x) è h2(x) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò x1 òàêàÿ, ÷òî h1(x1) = 1, è x2 òàêàÿ, ÷òî
h2(x2) = 1. Çíà÷èò äëÿ ôóíêöèè h(x) = h1(x) − h2(x) âåðíî, ÷òî h(x1) > 0 è h(x2) 6 0. Ïî òåîðåìå

Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà, ÷òî h(x0) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

2. Îòâåò:
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Ñóììà ïîä ïðåäåëîì ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Äàðáó äëÿ ôóíêöèè xr cosx íà îòðåçêå [0; 1] ïðè ðàâíîìåðíîì

ðàçáèåíèè:
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∫ 1

0
xr cos(x)dx = Ir,

ãäå Ir íàõîäÿòñÿ ñòàíäàðòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì:

Ir =

∫ 1

0
xr cosxdx =

∫ 1

0
xrd(sinx) =

= sin(1) + r

∫ 1

0
xr−1d(cosx) =

= sin(1) + r cos(1)− r(r − 1)Ir−2.

Ïîñëå çàìåíû Jr =
Ir
r! ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

Jr =
1
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cos(1)− Jr−2,

êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå Ir ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì r.

3. Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=1 anx
n−1. Ïîñêîëüêó îí ñõîäèòñÿ â òî÷êå x = 1, òî, ïî âòîðîé òåîðåìå

Àáåëÿ, îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà [0; 1].
Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

4. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n, òî îíî âåðíî è äëÿ 2n. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî äëÿ n òî÷åê (x1+x2)/2, (x3+x4)/2, ..., (x2n−1+x2n)/2. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ âñåõ n = 2k.

Äàëåå äîêàæåì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ n, òî îíî âåðíî è äëÿ n − 1. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî äëÿ n òî÷åê x1, x2, ..., xn−1, (x1+x2+ ...+xn−1)/(n−1). Ñ ó÷åòîì ïåðâîé ÷àñòè,

ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ n.

5. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî a = pα1
1 pα2

2 ...pαk
k èìååò â òî÷íîñòè (α1 + 1)(α2 + 1)...(αk + 1) äåëèòåëåé. Ïî óñëîâèþ

çàäà÷è ýòî ÷èñëî ïðîñòîå. Çíà÷èò, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, α1 = p − 1, à âñå îñòàëüíûå αi = 0. Òî
åñòü a = qp−1. Åñëè q = p, òî a(ak − 1) äåëèòñÿ íà p ÿâíî. Åñëè q 6= p, òî (p, q) = 1 è ìîæíî ïðèìåíèòü
ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà: qp−1 ≡ 1 (mod p). Çíà÷èò, ak ≡ 1 (mod p).
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6. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñëåäû ïðîèçâåäåíèé ìàòðèö AB è BA âñåãäà ñîâïàäàþò:

trAB =
∑
i

(AB)ii =
∑
i

∑
j

aijbji =
∑
j

(BA)jj = trBA.

Ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ, íå ñóùåñòâóåò, òàê êàê ñëåä ìàòðèöû ñëåâà ðàâåí 0, à ñëåä ìàòðèöû

ñïðàâà ðàâåí ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû.

7. Îòâåò: −1. Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S+
N + S−N ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

êîíñòàíòå, à S+
N − S

−
N ê +∞.
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Òàê êàê, S−N ñòðåìèòñÿ ê −∞, òî

lim
N→∞
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N

S−N
= lim

N→∞

C − S−N
S−N

= −1.

8. Ïðåäëàãàåì ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñàìîñòîÿòåëüíî. È íå çàáóäüòå ïðèñëàòü ðåøåíèå àâòîðàì ïîñîáèÿ.


