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Óêàçàíèÿ

1. Îïåðàöèþ äåëåíèÿ ïîïîëàì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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À îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òàê:
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2. Îòâåò: 1. Ïî òåîðåìå Âèåòà: αβγ = 1, αβ+βγ+γα = −1, α+β+γ = 0. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ, çàìåíèì

1− α
1 + α

=
α3 − 2α

α3
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî:

1

α2
+

1

β2
+

1

γ2
= (αβ + βγ + γα)2 − 2(α+ β + γ) = 1.

3. Îòâåò: 25. Ïðèìåð:  4 1 −1
−1 1 −1
−1 1 4


Ïåðâûé ñëó÷àé: åñëè 4-êè ñòîÿò íà ïîçèöèÿõ, â êîòîðûõ ñóììà èíäåêñîâ ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî îïðåäå-

ëèòåëü ðàâåí:

∆ = 4 · s1 + 4 · s2 + 4 · s3 + 4 · s4 + s5 + s6,

ãäå si = ±1. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî îí íå áîëüøå 18.

Âòîðîé ñëó÷àé: åñëè 4-êè ñòîÿò íà ïîçèöèÿõ, â êîòîðûõ ñóììà èíäåêñîâ îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè, òî îïðå-

äåëèòåëü ðàâåí:

∆ = 4 · 4 · s1 + 4 · s2 + 4 · s3 + s4 + s5 + s6.

ßñíî, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü íå ïðåâîñõîäèò 27 è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âñå si
îäíîâðåìåííî íå ìîãóò áûòü 1.

4. Îòâåò:
√
3
3 ±

i
2 . Ïîñëå çàìåíû t = 1

z ñèñòåìà ïðèìåò âèä:{
|t| = 1

t+ t11 =
√

3

Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî |t−
√

3| = 1. Çíà÷èò, ðåøåíèÿ ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ñðåäè òî÷åê ïåðå-
ñå÷åíèÿ åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòåé â öåíòðàìè â (0; 0) è (

√
3; 0).

5. Îòâåò: π4 . Ðàçîáüåì èíòåãðàë ïî îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà äâà è ñäåëàåì çàìåíó x = −t â ïåðâîì:
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6. Èçâåñòíî, ÷òî P � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AFB (ñì. çàäà÷ó 3 èç îëèìïèàäû 2012�

2013). Çíà÷èò, ∠FPX = ∠FBA = ∠FY P . Òî åñòü òðåóãîëüíèêè FY P è FPX ïîäîáíû.

7. (Áàåâ À.Æ.) Óòâåðæäåíèå: f2014(x) = x èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = x èìååò

ðåøåíèå. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ fk(x) = x ïðè k > 1.

Ïóñòü f(x) 6= x. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî f(xv) > xv, ãäå xv � âåðøèíà ïàðàáîëû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé f(x) âëîæåíî â îáëàñòü âîçðàñòàíèÿ f(x). Òî åñòü f(x) > f(xmin) > xmin. Çíà÷èò, ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå fk+1(x) áóäåò áîëüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå fk(x).

8. (Áàåâ À.Æ.) Êîìïîçèöèåé ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ôóíêöèè:

s(x) = ctg(arctg(x)) =
1

x
;

h(x) = ctg(arctg(cos(arctg(x)))) =
√
x2 + 1.

Ïðèìåíèâ k ðàç ôóíêöèþ h(x), ìîæíî ïîëó÷èòü:

gk(x) = h(h(...h(x)...)) =
√
x2 + k.

Äëÿ âñåõ n ∈ N, n > 1 ñóùåñòâóåò òàêîå k = n2 − 1, ÷òî gk(1) = n. Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

ñóùåñòâóåò êîìïîçèöèÿ òàêàÿ, ÷òî R(1) = n.

Ðàññìîòðèì

g2(s(x)) =

√
1 + 2x2

x2
.

Åñëè â êà÷åñòâå x ïîëîæèòü n (èç óñëîâèÿ m2 − 2n2 = 1), òî ïîëó÷èì g2(s(n)) = m
n .

9. Èíäóêöèåé ïî l äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
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6 k!(H2100k − 1) 6 (100k)k!,

îòêóäà
n∑
i=1

1

pi
<
(
(100k) · k!

) 1
k .

Çäåñü k � ëþáîå íàòóðàëüíîå. Ïîëîæèì k = 4.


