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Óêàçàíèÿ

1. Îòâåò: f(x) = x− 3
2 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(x) = f(x)−
(
x− 3

2

)
.

Îíà íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

g(2x+ 1) =
1

3
g(x),

äëÿ ëþáîãî x ∈ R. Ïîñëå çàìåíû t = 2x+ 1:

g(t) =
1

3
g

(
t− 1

2

)
.

Îòñþäà g(−1) = 0. Äàëåå, äëÿ êàæäîãî y ∈ R ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííóþ ðåêóððåíòíûì

ñïîñîáîì: {
y1 = y,

yn+1 =
yn−1
2 .

Òîãäà limn→∞ yn = −1 è g(yn) = 1
3g(yn+1) äëÿ âñåõ y ∈ R. Çíà÷èò,

g(y) =
1

3n
g(yn).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè èìååì g(y) = 0.

2. Îòâåò: −π2

18 .

Âî-ïåðâûõ:
1∫

0

ln(1− u)
u

du = {u = v2} = 2

1∫
0

ln(1− v2)
v

dv =

= 2

 1∫
0

ln(1− v)
v

dv +

1∫
0

ln(1 + v)

v
dv

 ,

òî åñòü
1∫

0

ln(1− u)
u

du = −2
1∫

0

ln(1 + v)

v
dv.

Âî-âòîðûõ:
1∫

0

ln(1− u)
u

du = {z = v3} = 3

1∫
0

ln(1− z3)
z

dz

3. Îòâåò: íåò. Äëÿ íåêîòîðîãî N ∈ N:

∞∑
n=1

εn
n!

=
N∑
n=1

εn
n!

+
∞∑

n=N+1

εn
n!

=
H

N !
+ rN ,

ãäå H ∈ Z è

|rN | 6
∞∑

n=N+1

1

n!
=

1

(N + 1)!

(
1 +

1

N + 2
+ ...

)
<
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<
3

2
· 1

(N + 1)!
<

1

N !
.

Ïðè ýòîì rN 6= 0, òàê êàê rN = 1
(N+1)!εN+1 + rN+1 è |rN+1| < 1

(N+1)! .

4. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Ïóñòü f(λ) = |B − λI| � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû B. Çàìåòèì,
÷òî òðåáóåòñÿ äîêàçàòü òî, ÷òî f(1) 6= 0; äðóãèìè ñëîâàìè, òî, ÷òî ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì

çíà÷åíèåì ìàòðèöû B. À ïîñêîëüêó èç AB = A+2014B ñëåäóåò (A−2014I)(B−I) = 2014I, òî ìàòðèöà
B − I îáÿçàíà áûòü íåâûðîæäåííîé.

5. Îòâåò: ïðè ÷åòíîì n âûèãðàåò íà÷èíàþùèé, à ïðè íå÷åòíîì � åãî ñîïåðíèê. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

åñëè òåêóùåå ÷èñëî íå÷åòíîå, òî èãðîê èçìåíèò ÷èñëî íà ÷åòíîå; à åñëè ÷åòíîå, òî èãðîê âñåãäà ìîæåò

óìåíüøèòü ÷èñëî íà 1.

6. Ïóñòü x òàêîâî, ÷òî x3 − x− 1 = 0. Íî òîãäà

x5 − x4 − 1 = (x2 − x+ 1)(x3 − x− 1) = 0.

7. Îòâåò: π
4 . Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Fn−1Fn+1 = F 2

n + (−1)n, ìîæíî âûâåñòè arcctgF2n+1 = arcctgF2n −
arcctgF2n+2. Èñêîìàÿ ñóììà, òàêèì îáðàçîì, áóäåò ðàâíà arcctgF2 = π/4.

8. Âñå ïåðåñòàíîâêè, îáðàòíûå ñàìè ñåáå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìïîçèöèè íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèê-

ëîâ äëèíû 2. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê α ïîðÿäêà n+ 1 òàêèõ, ÷òî α = α−1 è αn+1 = n+ 1, î÷åâèäíî, ðàâíî
an; ÷èñëî æå ïåðåñòàíîâîê α ïîðÿäêà n + 1 òàêèõ, ÷òî α = α−1 è αn+1 = k 6= n + 1 äëÿ íåêîòîðîãî

ôèêñèðîâàííîãî k, ðàâíî an−1. Îáùåå ÷èñëî èíâîëþöèé ïîðÿäêà n+ 1 ðàâíî an+1 = an + nan−1.

9. (Áàåâ À.Æ.) Îòâåò: 24. Ïóñòü ñòîëáöîâ íå ìåíüøå, ÷åì ñòðîê. Åñëè ñòîëáöîâ íå ìåíåå 5, òî ñòðîê

ìåíåå 5. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî (â ïåðâîé ñòðîêå êàê ìèíèìóì 3 êëåòêè îäíîãî öâåòà, çíà÷èò,

â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñ êëåòêàìè ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà). Åñëè

ñòðîê 3 èëè 4, òî ñòîëáöîâ ìåíåå 7 (äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó).

Òàê êàê ñòîëáöîâ íå áîëåå 6, ñòðîê íå áîëåå 4, òî îòâåò 24. Ïðèìåð:

A A A B B B

A B B B A A

B A B A B A

B B A A A B

10. Îáîçíà÷èì: KLM � èñõîäíûé òðåóãîëüíèê, A, B, C � òî÷êè êàñàíèÿ ïàðàáîëû è ïðÿìûõ MK, KL,
LM . A2, B2, C2 � ïðîåêöèè A, B, C íà äèðåêòðèñó. F � ôîêóñ ïàðàáîëû. A1, B1, C1 � ñåðåäèíû A2F ,
B2F , C2F .

Ñâîéñòâî 1. Ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ A1B1C1, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå è ïàðàëëåëüíà äèðåêòðèñå.

Äàííûé ôàêò ëåãêî ïîëó÷èòü èç îïòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïàðàáîëû è îïðåäåëåíèÿ ïàðàáîëû (òðåóãîëüíèê

FAA2 � ðàâíîáåäðåííûé).
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Ñâîéñòâî 2. Òðåóãîëüíèêè FA1K è FC1L ïîäîáíû. Äàííûé ôàêò ïîëó÷àåòñÿ èç âïèñàííûõ ÷åòûðåõ-

óãîëüíèêîâ FKA1B1 è FB1LC1.

Îáîçíà÷èì: L1 � îñíîâàíèå âûñîòû èç L íà KM , K1 � îñíîâàíèå âûñîòû èç K íà LM . P è Q � òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ LL1 è KK1 ñ A1C1.

Ñâîéñòâî 3. A1Q = PC1. Ïî ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåìàì ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ PC1L, KA1Q è

C1FA1 ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

PC1

A1Q
=

C1L

A1K
· sinQ
sinP

=
C1L

A1K
· sinC1

sinA1
=

C1L

A1K
· A1F

C1F
= 1

Ïîñëåäíåå âåðíî èç ñâîéñòâà 2.

Ñâîéñòâî 3. H ëåæèò íà äèðåêòðèñå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè PHQ è A1FC1

ðàâíû. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò H è F äî ïðÿìîé A1C1 îäèíàêîâî.


