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Óêàçàíèÿ

1. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Ïóñòü zn = anbn−xnyn. Âèäíî, ÷òî zn ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå zn = αn2+βn+γ
äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ α, β, γ. Íî òàê êàê zn îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè òð¼õ ðàçëè÷íûõ n, òî α =
β = γ = 0, è zn òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ.

2. Îòâåò: 12090. Ïîëîæèì n ïðîñòûì: f(n) = f(1)− f(n). Òî åñòü

f(p) =
1

2
f(1)

äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p.

Ïîëîæèì n = pα1
1 pα2

2 ...pαs
s è îáîçíà÷èì k(n) = α1 + α2 + ...+ αs. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî:

f(n) =

(
1− k(n)

2

)
f(1).

Èìååì 2015 = 51 · 131 · 311 è 2016 = 25 · 32 · 71. Ñîîòâåòñòâåííî k(2015) = 3, k(2016) = 8.

3. Îòâåò: f(x) ≡ 0. Ïóñòü n ∈ Z. Òîãäà f ′(n) = f ′(n + 1) = 0, îòêóäà f(n) = f(n + 1) = 0. Äîêàæåì îò

ïðîòèâíîãî, ÷òî f(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ [n, n+1]. Ïóñòü x0 ∈ (n, n+1) è f(x0) 6= 0, íàïðèìåð, f(x0) > 0.
Ò.ê. f äèôôåðåíöèðóåìà, òî f � íåïðåðûâíà íà [n, n+ 1]. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ó íåå ñóùåñòâóåò
ìàêñèìóì íà [n, n+ 1]:

f(x1) = max
[n,n+1]

f(x) > 0 è x1 ∈ (n, n+ 1).

Ïî òåîðåìå Ôåðìà èìååì: f ′(x1) = 0, îòêóäà f(x1) = 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

4. Òàê êàê ïàðàáîëà ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêèì ñå÷åíèåì, òî ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ñ òî÷êîé â âåðøèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíóñà, ïåðåâîäÿùåå ïàðàáîëó â îêðóæíîñòü. Äàí âïèñàííûé

÷åòûðåõóãîëüíèê B1B2B3B4. Êàñàòåëüíûå â B1 è B2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, êàñàòåëüíûå â B3 è B4

â òî÷êå L. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî KL, B1B3 è B2B4 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.



Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Ïóñòü C òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ B1B4 è B2B3. E è K � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ CK ñ B1B2 è B4B2. Îáîçíà÷èì

∠DB2E = ∠CB1K = α, ∠EB2K = ∠EB1K = β, ∠KB2C = δ è ∠DB1B2 = γ. Âûïèøåì äâîéíûå

îòíîøåíèÿ (ïî òåîðåìàì ñèíóñîâ) îò âåðøèí B1 è B2 ñîîòâåòñòâåííî:

sinα

sinβ
:
sin(α+ β + γ)

sin γ
=
CK

KE
:
CD

DE
=

sin δ

sinβ
:
sin(α+ β + δ)

sinα

Îòêóäà ïîëó÷àåì δ = γ, òî åñòü D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî D
ëåæèò íà CL. Èòîã: KL ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé.

5. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Îòâåò: −3π. Î÷åâèäíî, ÷òî x = −3π ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøåíèé. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

f(x) = 2x+sinx. Òîãäà äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(f(x)) = −12π. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ
f(x) (à çíà÷èò, è ôóíêöèÿ f(f(x)) âìåñòå ñ íåé) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, òî ýòî óðàâíåíèå íå ìîæåò

èìåòü áîëüøå îäíîãî êîðíÿ.

6. Êàæäîìó ÷èñëó aj ñîïîñòàâèì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû ãðàôà ñ íîìåðàìè j è aj . Ïîëó÷åííûé
ìóëüòèãðàô èìååò n âåðøèí è n ð¼áåð, è, ñëåäîâàòåëüíî, îáÿçàí ñîäåðæàòü öèêë. Íîìåðà âåðøèí,

âõîäÿùèõ â ëþáîé èç öèêëîâ, ôîðìèðóþò òðåáóåìîå ïîäìíîæåñòâî P .

7. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Îòâåò: (1) � ìàòðèöà ïîðÿäêà 1. Åñëè ïîðÿäîê ìàòðèöû n > 1, òî èç rgA = 1
ñëåäóåò âûðîæäåííîñòü ìàòðèöû A, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü âëå÷¼ò ïðèñóòñòâèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 0.

Òàê êàê ñëåä ðàâåí ñóììå âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî trA = 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Óäîâëåòâîðÿòü âñåì

óñëîâèÿì çàäà÷è ìîæåò òîëüêî ìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà, åäèíñòâåííûé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí 1.


