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1. (Âàñèëüåâ À.Í.)

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå x2−y2+2x+2y = (x+y)(x−y+2). Ïîýòîìó íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ïðåäñòàâèìî â ýòîì âèäå òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîæèòåëåé

îäíîé ÷åòíîñòè. ßñíî, ÷òî ýòî âñå ÷èñëà, êîòîðûå äàþò îñòàòîê îòëè÷íûé îò 2 ïðè äåëåíèè íà 4.

Ïðèìåð äëÿ íå÷åòíîãî n: x = n−1
2 , y = 3−n

2 .

Ïðèìåð äëÿ n, êðàòíîãî 4: x = y = n
4 .

2. (Âàñèëüåâ À.Í.)

à) Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ôóíêöèÿ êóñî÷íî�ïîñòîÿííàÿ. Ïðè÷åì êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿíñòâà êî-

íå÷íî è ðàâíî 10. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó.

á) Íàéäåì ïðîìåæóòîê, íà êîòîðîì ïåðâàÿ öèôðà ÷èñëà 2x ðàâíà k:
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Òîãäà íàø èíòåãðàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû:
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209

11 ∗ 12 ∗ ... ∗ 19

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

27 <

(
209

11 ∗ 12 ∗ ... ∗ 19

)2

< 29.

Äîêàæåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

(10 + k) ∗ (20− k) <
(
10 + k + 20− k

2

)2

= 152.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ñëåâà:(
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)2

>

(
209

159

)2

=
236

318
.



Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 229 > 318. Çàìåòèì, ÷òî 28 > 35 è 25 > 33. Ïåðåìíîæèâ òðè ðàçà ïåðâîå

íåðàâåíñòâî è îäèí ðàç âòîðîå, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Äîêàæåì ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(10 + k) ∗ (20− k) = 200 + k(10− k) > 200.

Çíà÷èò, îöåíêó ñïðàâà ìîæíî ïîëó÷èòü òàê:(
209

11 ∗ 12 ∗ ... ∗ 19

)2

<

(
4004 ∗ 20
2004 ∗ 15

)2

= 28
(
4

3

)2

< 29.

3. (Ôîëüêëîð) Ïåðâîå ðåøåíèå (¾íàèâíîå¿). Ìîæíî äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Â ëþáîì êîíå÷íîì ïîëå F 6= Z2 ñóììà âñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíà íóëþ.

Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå è a1, a2, ..., an � âñå åãî ýëåìåíòû. Åñëè F 6= Z2, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a,
îòëè÷íûé îò íóëÿ è åäèíèöû. Òîãäà aa1, aa2, ..., aan ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ñëåäîâàòåëüíî

F = {a1, ..., an} = {aa1, ..., aan}.

Îòñþäà S =
∑n

i=1 ai =
∑n

i=1 aai = aS, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S = 0.

Âòîðîå ðåøåíèå(ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþùåå ñòðóêòóðó êîíå÷íîãî ïîëÿ). Óòâåðæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî

ðåøåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü è ïî-äðóãîìó. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, à

ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû (ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé ýëå-

ìåíò ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà xn−x = 0, ãäå n � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, ïî äðóãîé òåîðåìå Ëàãðàíæà, ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà íå áîëåå n êîðíåé. Èíûìè ñëîâàìè, óêàçàííûé
ìíîãî÷ëåí èìååò ñâîèìè êîðíÿìè âñå ýëåìåíòû ïîëÿ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Âèåòà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

Òðåòüå ðåøåíèå (åùå îäíî). Ó êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà x åñòü îáðàòíûé x−1, ïðè÷åì x 6= x−1 ïðè
x 6= ±1. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû, êðîìå ±1, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñ ïðîèçâåäåíèåì

1. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ðàâíî −1. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî −1 6= 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îòëè÷íà îò 2. Òîãäà ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò îòëè÷àåòñÿ îò

ñâîåãî ïðîòèâîïîëîæíîãî, òî åñòü âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñ íóëåâîé ñóììîé. ×òî

îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ðàâíà íóëþ. Äîáàâëåíèå íóëÿ ñóììó íå èçìåíÿåò.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

4. (Áàåâ À.Æ.)

Ôàêò 1 (îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà): ëó÷, íàïðàâëåííûé èç îäíîãî ôîêóñà ïîñëå îòðàæåíèÿ îò âíóò-

ðåííåé ñòîðîíû ýëëèïñà ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãîé ôîêóñ. Òî åñòü ∠(F1M,SM) = ∠(SM,F2M), ãäå ∠(l1, l2)
îáîçíà÷àåò îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠F1MS+∠F2MS =
π. Ïî óñëîâèþ, ∠F2MS = ∠DMS. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî F1,M ,D ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íî,

F2, N , E ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ôàêò 2 (îïðåäåëåíèå ýëëèïñà). Ñóììà ðàññòîÿíèé îò ôîêóñîâ äî òî÷åê íà ýëëèïñå ïîñòîÿííà. Êàê

ñëåäñòâèå F1M + MF2 = F1N + NF2. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè F2MS è DMS ñèììåòðè÷íû îòíîñè-

òåëüíî ïðÿìîé MS, òî è òðåóãîëüíèêè F1MF2 è AMD òîæå ñèììåòðè÷íû è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû.

Àíàëîãè÷íî, ñèììåòðè÷íû è ðàâíû òðåóãîëüíèêè F1NF2 è BNE.
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Äîêàæåì ïóíêò à).

AF2 = AM +MF2 = F1M +MF2 =

= F1N +NF2 = BN +NF2 = BF2.

Çíà÷èò, CF2 � ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà ABC.

Äîêàæåì ïóíêò á). Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê F1DCE âïèñàí â îêðóæíîñòü, òàê êàê ∠F1DC +
∠F1EC = ∠MF2S +∠NF2S = π. Ê òîìó æå, â íàøåì ÷åòûðåõóãîëüíèêå äâå ñìåæíûå ñòîðîíû ðàâíû:

F1D = F1E. Ñëåäîâàòåëüíî, CF1 � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC.

5. (Êëÿ÷êî À.À.)

1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÷åòíîãî n. Òîãäà êàæäûé èç èãðîêîâ ïîëíîñòüþ êîíòðîëèðóåò n
2 ñòîëáöîâ (ïðè

ýòîì íå èìååò çíà÷åíèÿ, êòî äåëàåò ïåðâûé õîä). ßñíî, ÷òî Ìàêñèìàëèñò ìîæåò ñäåëàòü ñâîè ñòîëáöû

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è îáåñïå÷èòü ðàíã ìàòðèöû ìèíèìóì n
2 . Òàêæå ÿñíî, ÷òî Ìèíèìàëèñò ìîæåò

ñäåëàòü âñå ñâîè ñòîëáöû íóëåâûìè, îãðàíè÷èâ ðàíã ìàòðèöû n
2 .

Îòâåò äëÿ ÷åòíîãî n: n
2 .

2) Ïóñòü n íå÷åòíî. Òîãäà, åñëè ìû ðàñêðàñèì êëåòêè òàáëèöû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà â øàõìàòíîì

ïîðÿäêå, êàæäûé èç èãðîêîâ áóäåò êîíòðîëèðîâàòü êëåòêè îäíîãî öâåòà.

à) Ïóñòü Ìàêñèìàëèñò äåëàåò ïåðâûé õîä. Òîãäà îí ñìîæåò ñäåëàòü ðàíã ìàòðèöû ìàêñèìàëüíûì, òî

åñòü ðàâíûì n. Îïèøåì åãî ñòðàòåãèþ. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî, çàïîëíÿÿ î÷åðåäíóþ äèàãîíàëüíóþ

êëåòêó, îí ñëåäèò çà òåì, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàâíûé (óãëîâîé) ìèíîð áûë îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòî

âñåãäà ìîæíî îáåñïå÷èòü, ïîñêîëüêó ýòîò ìèíîð ðàçëàãàåòñÿ ïî ñâîåé ïîñëåäíåé ñòðîêå, à àëãåáðàè-

÷åñêîå äîïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà íå ðàâíî íóëþ. Îòâåò äëÿ íå÷åòíîãî n, êîãäà Ìàêñèìàëèñò

äåëàåò ïåðâûé õîä: n.

á) Ïóñòü Ìèíèìàëèñò äåëàåò ïåðâûé õîä. Òîãäà îí ñìîæåò îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

âñåé ìàòðèöû: çàïîëíÿÿ î÷åðåäíóþ äèàãîíàëüíóþ êëåòêó (êðîìå ïîñëåäíåé), îí ñëåäèò çà òåì, ÷òîáû

ñîîòâåòñòâóþùèé óãëîâîé ìèíîð áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, à â êîíöå îáíóëÿåò îïðåäåëèòåëü âñåé ìàòðèöû.

Çíà÷èò, îí ñìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ðàíã ìåíüøå n. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ìàêñèìàëèñò ñìîæåò îáåñïå÷èòü,

÷òîáû ìèíîð, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, áûë îòëè÷åí îò íóëÿ

(àíàëîãè÷íî ïóíêòó 2 à)). Òåì ñàìûì, ðàíã ìàòðèöû áóäåò ðàâåí ïî êðàéíåé ìåðå n− 1.

Îòâåò äëÿ íå÷åòíîãî n, êîãäà Ìèíèìàëèñò äåëàåò ïåðâûé õîä: n− 1.

6. (Áàåâ À.Æ.)

1 øàã. Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå x = t
t−1 , ãäå t > 1. Ïîëó÷èì

f ′
(

t

t− 1

)
= f(t) + f

(
t

t− 1

)
.
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Ïîëó÷èì ñâîéñòâî:

f ′
(

t

t− 1

)
= f ′(t).

2 øàã. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå ïî x.

f ′′(x) = − 1

(x− 1)2
f ′
(

x

x− 1

)
+ f ′(x).

Ïîñëå çàìåíû èç ñâîéñòâà, ïîëó÷àåì:

f ′′(x)

f ′(x)
= 1− 1

(x− 1)2
.

Óðàâíåíèå èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÷àñòÿì:

f ′(x) = Cex+
1

x−1 .

Äîáàâèì óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè è íàéäåì C = 1:

f ′(x) = 2ex+
1

x−1 .

3 øàã. Çàìåòèì, ÷òî åñëè â èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìû ïîäñòàâèì x = 2, òî ïîëó÷èì
f(2) = 1

2f
′(2). Çíà÷èò:

f(2) = e3.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî e3 < 20.16. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî íåðàâåíñòâà ãðóáûõ îöåíîê òèïà
e < 3 èëè e < 2.8 íåäîñòàòî÷íî, òðåáóåòñÿ áîëåå òî÷íàÿ: e < 2.72.


