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Óêàçàíèÿ

1. Ïóñòü (Tn)
∞
n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíî: T1 = T2 =

T3 = 1 è Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tn ïðè n > 1. Âû÷èñëèòå ñóììó ðÿäà

∞∑
n=1

Tn
2n
,

åñëè èçâåñòíî, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ. (Àáäèêàëûêîâ À.)

Ðåøåíèå:

Ïóñòü S =
∞∑
n=1

Tn
2n

. Òîãäà

∞∑
n=1

Tn+1

2n
= 2 ·

∞∑
n=1

Tn+1

2n+1
= 2 ·

(
S − T1

21

)
= 2S − 1,

∞∑
n=1

Tn+2

2n
= 4 ·

∞∑
n=1

Tn+2

2n+2
= 4 ·

(
S − T1

21
− T2

22

)
= 4S − 3,

∞∑
n=1

Tn+3

2n
= 8 ·

∞∑
n=1

Tn+3

2n+3
= 8 ·

(
S − T1

21
− T2

22
− T3

23

)
= 8S − 7.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tn, òî 8S − 7 = 4S − 3 + 2S − 1 + S, îòêóäà ñëåäóåò S = 3.

2. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p, çàïèñü êîòîðûõ â k-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðè íåêîòîðîì íàòó-

ðàëüíîì k > 1 ñîäåðæèò ðîâíî k ðàçëè÷íûõ öèôð (ñòàðøàÿ öèôðà íå ìîæåò áûòü íóë¼ì).

(Àáäèêàëûêîâ À.)

Ðåøåíèå:

Ïóñòü k-è÷íàÿ çàïèñü ïðîñòîãî ÷èñëà p äëÿ íåêîòîðîãî k > 1 âûãëÿäèò êàê a0a1 . . . ak−1, ãäå

(a0, a1, . . . , ak−1) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà öèôð (0, 1, . . . , k − 1). Òîãäà

p = a0 · kk−1 + a1 · kk−2 + . . .+ ak−1 · k0 ≡ a0 + a1 + . . .+ ak−1 (mod (k − 1)).

Ïîñêîëüêó ñóììà âñåõ öèôð ðàâíà k(k−1)/2, òî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷èñëî p äåëèòñÿ íà (k−1)/2,
åñëè k íå÷¼òíî è íà k − 1, åñëè k ÷¼òíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî p > kk−1 > k − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî, çàêëþ÷àåì,

÷òî k äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñîâîêóïíîñòè ñîîòíîøåíèé[
k−1
2 = 1, k = 2l + 1,

k − 1 = 1, k = 2l.

Òàêèì îáðàçîì, k = 2 èëè k = 3, à çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü ÷èñëà 102, 1023, 1203, 2013, 2103.
Ïðîñòûìè ñðåäè íèõ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 2 = 102, 11 = 1023 è 19 = 2013.
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3. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé ãðóïïå êâàäðàò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà äâà è êóá

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà òðè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ êîììóòàòîðàìè. (Êëÿ÷êî À.)

Ðåøåíèå:

à) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ïîðÿäêà 2 âåðíî x = x−1, ïîýòîìó

(ab)2 = abab = aba−1b−1,

åñëè a2 = b2 = e.

á) Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ïîðÿäêà 3 âåðíî x2 = x−1, ïîýòîìó

(ab)3 = ababab = ab4aba4b = (ab2)(b2a)(ba2)(a2b) = (ab2)(b2a)(ab2)−1(b2a)−1,

åñëè a3 = b3 = e.

4. Òî÷êà P ëåæèò âíóòðè âûïóêëîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = x2, íî íå ëåæèò íà
îñè OY . Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(P ) ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, ïîëó÷åííûõ îòðàæåíèåì P îòíîñè-

òåëüíî âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ïàðàáîëå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ñóììû

max
(x,y)∈S(P )

y + min
(x,y)∈S(P )

y

íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè P .
á) Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê P òàêèõ, ÷òî max

(x,y)∈S(P )
y = 0. (Áàåâ À.)

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ôîêóñ ïàðàáîëû, ÷åðåç d äèðåêòðèñó ïàðàáîëû. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êàñà-

òåëüíóþ ê ïàðàáîëå l â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå C.

Ñâîéñòâî 1: òî÷êà FC , ñèììåòðè÷íàÿ F îòíîñèòåëüíî l, ëåæèò íà äèðåêòðèñå d. Èç îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
áîëû: FC = FCC. Èç îïòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïàðàáîëû ∠(FC; l) = ∠(l;FCC). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l �
îñü ñèììåòðèè äëÿ îòðåçêîâ FC è FCC.
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Ñâîéñòâî 2:

−1

4
− FP 6 y(PC) 6 −

1

4
+ FP,

ãäå y(PC) � îðäèíàòà òî÷êè PC .

Èçâåñòíà äèðåêòðèñà äàííîé ïàðàáîëû y = −1
4 . Îðäèíàòà òî÷êè FC ðàâíà −1

4 . À òî÷êà PC íàõîäèò-

ñÿ íà ðàññòîÿíèÿ íå áîëåå, ÷åì FCPC îò äèðåêòðèñû. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 1

òðåóãîëüíèêè FCP è FCCPC ðàâíû, òî åñòü FCPC = FP .

Ñâîéñòâî 3: max
(x,y)∈S(P )

y = −1

4
+FP è min

(x,y)∈S(P )
y = −1

4
−FP . Ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì y(PC) â ñâîéñòâå 2

äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè PCFC ïåðïåíäèêóëÿðíî äèðåêòðèñå. Ïðè÷åì äëÿ ìàêñèìóìà íåîáõîäèìî,

÷òîáû PC è C ëåæàëè ïî îäíó ñòîðîíó îò äèðåêòðèñû, à äëÿ ìèíèìóìà � ïî ðàçíûå ñòîðîíû. Òî åñòü

óãîë CFCPC ðàâåí ëèáî 0, ëèáî π (ñîîòâåòñòâåííî, óãîë CFP ðàâåí ëèáî 0, ëèáî π). Â êà÷åñòâå òàêèõ

òî÷åê C äîñòàòî÷íî âûáðàòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ FP ñ ïàðàáîëîé A è B. Çíà÷èò, îáà ðàâåíñòâà â ñâîéñòâå
2 äîñòèãàþòñÿ.

Ñâîéñòâî 4: ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê â ïóíêòå á) ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â F è ðàäèóñîì
1
4 . Èç ñâîéñòâà 3 ñëåäóåò, ÷òî FP = FBPB = 1

4 .

5. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f : [0, 1]→ R îáîçíà÷èì ÷åðåç sn(f) è Sn(f) íèæíþþ è âåðõíþþ ñóììû

Äàðáó äëÿ ôóíêöèè f , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþ [0, 1] íà n ÷àñòåé. Ñóùå-

ñòâóåò ëè òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî

∞∑
n=1

sn(f) ñõîäèòñÿ, à

∞∑
n=1

Sn(f) ðàñõîäèòñÿ?

(Âàñèëüåâ À.)

Îòâåò: äà, ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå:

Ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ, íî ìû óêàæåì ñàìûé ïðîñòîé:

f(x) =

{
0, x ∈ [0, 1)

1, x = 1

Îáîçíà÷èâ i
n ÷åðåç xi, èìååì: mi = infx∈[xi−1,xi] f(x) = 0 äëÿ âñåõ i = 1, n è

Mi = sup
x∈[xi−1,xi]

f(x) =

{
0, i = 1, n− 1

1, i = n

Ñëåäîâàòåëüíî, sn(f) = 0 è Sn(f) = 1
n äëÿ âñåõ n ∈ N. Ïðè ýòîì f èíòåãðèðóåìà íà [0, 1], ðÿä

∞∑
n=1

0

ñõîäèòñÿ, à ðÿä

∞∑
n=1

1

n
ðàñõîäèòñÿ.
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6. Íåêîòîðûå ó÷àñòíèêè ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû ñïèñàëè ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ó

ñâîèõ òîâàðèùåé. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ñ ïîçîðîì âûãíàòü ÷àñòü ó÷àñòíèêîâ òàê, ÷òî-

áû ïîëó÷èëîñü, ÷òî áîëåå ÷åòâåðòè îò îáùåãî ÷èñëà ñïèñàííûõ ðåøåíèé áûëî ñïèñàíî

âûãíàííûìè ó÷àñòíèêàìè ó íå âûãíàííûõ. (Âûñîêàíîâ Á., Êëÿ÷êî À.)

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n êîëè÷åñòâî ó÷àñòíèêîâ îëèìïèàäû è ïðèñâîèì èì íîìåðà îò 1 äî n. Ïóñòü aij �
êîëè÷åñòâî ðåøåíèé, ñïèñàííûõ i-ûì ó÷àñòíèêîì ó j-ãî, ïðè ýòîì ïîëàãàåì aii = 0. Ðàññìîòðèì äâà

ñëó÷àÿ:

1) n = 2k, k ∈ N. Åñëè k = 1, òî äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî. Ïóñòü k 6 2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì

îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî, âûãîíÿÿ ëþáûå k ÷åëîâåê èç 2k, ìû íèêîãäà íå äîñòèãíåì òðåáóåìîãî.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî S′ ⊂ S, ãäå |S′| = k è S = {1, 2, ..., 2k}, èìååì:∑
i∈S′

j∈S\S′

6
1

4

∑
i,j∈S

aij .

Ïðîñóììèðóåì ýòè íåðàâåíñòâà ïî âñåì S′:∑
S′

∑
i∈S′

j∈S\S′

aij 6
1

4

∑
S′

∑
i,j∈S

aij .

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå aij ïðè i 6= j â ñóììå ñëåâà âñòðåòèòñÿ ðîâíî Ck−1
2k−2 ðàç, à â ñóììå ñïðàâà � ðîâíî

Ck
2k ðàç. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà

∑
i,j∈S aij > 0, íàõîäèì:

Ck−1
2k−2 6

1

4
Ck
2k,

÷òî íåâåðíî, òàê êàê
Ck
2k

Ck−1
2k−2

= 2

(
2− 1

k

)
< 4.

2) n = 2k + 1, k ∈ N. Ïðè k = 1 äîêàçàòåëüñòâî òðèâèàëüíî. Ïðè k > 2 ðàññóæäàåì àíàëîãè÷íî 1),

ðàññìàòðèâàÿ âñå S′ ∈ S ñ óñëîâèåì |S′| = k (ïðè ýòîì S = {1, 2, ..., 2k + 1}).


