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Íóð�Ñóëòàí, 19.04.19

Ðàçáîð ðåøåíèé

1. (Áàåâ À.Æ.) Íàéäèòå ñóììó ðÿäà

∞∑
n=2

1

2n
· n+ 1

n(n− 1)
.

Ðåøåíèå:

Óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü îòäåëüíîãî ýëåìåíòà ðÿäà íà 2n−1:

1

2n
· n+ 1

n(n− 1)
=

2n−1(n+ 1)

2nn · 2n−1(n− 1)
=

2nn− 2n−1(n− 1)

2nn · 2n−1(n− 1)
=

1

2n−1(n− 1)
− 1

2nn
.

Îáîçíà÷èâ bn = 1
2nn

, ïåðåïèøåì íàø ðÿä â âèäå

∞∑
n=2

(bn−1 − bn) = b1 =
1

2
.

Îòâåò: 1
2
.

2. (Âàñèëüåâ À.Í.) Ðåøèòå óðàâíåíèå

xy = x+ y

â ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå:

Äîïóñòèì, x = p
q
è y = m

n
� íåñîêðàòèìûå äðîáè. Òîãäà(

p

q

)m
n

=
p

q
+
m

n

×òîáû çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà áûëî ðàöèîíàëüíûì, íåîáõîäèìî p = an,
q = bn äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ a è b.

am

bm
=
an

bn
+
m

n
⇐⇒ ambn − anbm

bn+m
=
m

n

Ïðèâåä¼ì äðîáü â ëåâîé ÷àñòè ê íåñîêðàòèìîìó âèäó. Ïðè n > m

am(bn−m − an−m)

bn
=
m

n

è ïðè n < m
an(am−n − bm−n)

bm
=
m

n
,
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à ñëó÷àé m = n, î÷åâèäíî, íå âîçìîæåí. Ïîëó÷àåì, ÷òî n = bmax(m,n) è â ëþáîì
ñëó÷àå n > bn, èëè b 6 n

1
n . Íî n

1
n < 2 ïðè ëþáîì n, è ïîýòîìó ðåøåíèå âîçìîæíî

òîëüêî ïðè b = 1 è n = 1.

Òàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê ðåøåíèþ â öåëûõ ÷èñëàõ. Îáÿçàòåëüíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
x > 2 è y > 2, ïîñêîëüêó âàðèàíòû x = 1 è y = 1 íå âîçìîæíû. Ïóñòü y > 2, òîãäà

x(xy−1 − 1) > 2(2y−1 − 1) > y.

Ñëåäîâàòåëüíî, y = 2, à x ìîæíî íàéòè, ðåøèâ óðàâíåíèå x2 = x+ 2.

Îòâåò: (2, 2).

3. (Âàñèëüåâ À.Í.) Ïóñòü f � èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèÿ.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

M(f) = Arg min
λ∈R

1∫
0

|f(x)− λ| dx.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâîM(f) íå ïóñòîå.

á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f , ÷òî ìíîæåñòâîM(f) íå îäíîýëåìåíòíî.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ìîíîòîííàÿ, òî f
(
1
2

)
∈M(f).

ã) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f , ÷òî f
(
1
2

)
6∈ M(f).

Ïðèìå÷àíèå: Arg min
λ∈S

g(λ) =

{
µ ∈ S : g(µ) = inf

λ∈S
g(λ)

}
.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì g(λ) =
1∫
0

|f(x) − λ| dx. Ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà äàííîì îòðåçêå

èíòåãðèðîâàíèÿ, à çíà÷èò, g(λ) íåïðåðûâíà íà R.
à) Ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [0, 1], à çíà÷èò, îãðàíè÷åíà íà í¼ì. Ïóñòü
m = inf

x∈[0,1]
f(x), M = sup

x∈[0,1]
f(x). Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g(λ) óáûâàåò íà (−∞,m)

è âîçðàñòàåò íà (M,+∞). À òàê êàê g(λ) íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [m,M ], òî îíà
äîñòèãàåò íà í¼ì ñâîåãî ìèíèìóìà, êîòîðûé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìíîæåñòâîM(f) íå ïóñòîå.

á) Äëÿ f(x) = sgn (2x− 1) ôóíêöèÿ g(λ) áóäåò ïîñòîÿííîé íà îòðåçêå [−1, 1], ÷òî
äà¼òM(f) = [−1, 1].

â) Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) íåñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ. Ïóñòü
f(c− 0) 6 λ 6 f(c + 0) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈

[
0, 1

2

]
(ñëó÷àé c ∈

[
1
2
, 1
]
ðàññìàòðèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî). Òîãäà

g(λ) =

c∫
0

(λ− f(x)) dx+

1∫
c

(f(x)− λ) dx = λ(2c− 1) +

1∫
0

f(x) dx− 2

c∫
0

f(x) dx,

g

(
f

(
1

2

))
=

1∫
0

f(x) dx− 2

1
2∫

0

f(x) dx,

2



g(λ)− g
(
f

(
1

2

))
= λ(2c− 1) + 2

1
2∫
c

f(x) dx > λ(2c− 1) + 2

1
2∫
c

λ dx = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, f
(
1
2

)
∈M(f).

ã) Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü f(x) = |2x− 1|. Çäåñü g(λ) = λ2− λ+ 1
2

íà [0, 1], è f
(
1
2

)
= 0 6∈ M(f) =

{
1
2

}
.

4. (Àáäèêàëûêîâ À.Ê.) Äàíà ìàòðèöà A ∈ R2×2 òàêàÿ, ÷òî |A2 +A+ 2019E| = 0. Äîêà-
æèòå, ÷òî A2 + A + 2019E = O, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2 × 2, à O � íóëåâàÿ
ìàòðèöà 2× 2.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü λ1, λ2 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, òîãäà µ1 = λ21 + λ1 + 2019 è
µ2 = λ22 + λ2 + 2019 áóäóò ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A2 + A + 2019E. Íî
òîãäà ïî óñëîâèþ (λ21 + λ1 + 2019)(λ22 + λ2 + 2019) = 0, è îäèí èç ìíîæèòåëåé äîëæåí
áûòü ðàâíûì íóëþ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ21 +λ1 +2019 = 0.
Â òàêîì ñëó÷àå λ1 = 1

2

(
−1± i

√
4075

)
� êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à òàê êàê A � âåùå-

ñòâåííàÿ ìàòðèöà, òî λ2 = λ1 6= λ1 è A èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðà x1 è x2. Òå æå âåêòîðû áóäóò ñîáñòâåííûìè è äëÿ A2+A+2019E, íî óæå äëÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë µ1 = λ21 +λ1 + 2019 = 0 è µ2 = λ22 +λ2 + 2019 = λ21 + λ1 + 2019 = 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, A2 + A+ 2019E = O.

5. (Áàåâ À.Æ.) Äàí ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè A è B è òî÷êà C âíå ýëëèïñà. Èç òî÷êè C
ïðîâåëè êàñàòåëüíûå ê ýëëèïñó l1 è l2, êîòîðûå îáðàçóþò óãîë α. Òî÷êè A1 è A2 �
òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå A îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíûõ, B1 è B2 � òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå
B îòíîñèòåëüíî êàñàòåëüíûõ. Âû÷èñëèòå

A1A
2
2 +B1B

2
2

CA2 + CB2
,

åñëè

à) α = π
2
;

á) α = π
4
.

Ðåøåíèå:
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A B

C

D

E

A1

B1

A2

B2

α

a

a

a

Â ðåøåíèè çàäà÷è íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ ýëëèïñ. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî
CA = CA1 = CA2 = a, CB = CB1 = CB2 = b â ñèëó ñèììåòðèè. Òàêæå âåðíî,
÷òî ∠ACD = ∠A1CD è ∠ACE = ∠A2CE. Çíà÷èò,

∠DCE = ∠ACD + ∠ACE =
1

2
∠ACA1 +

1

2
∠ACA2 =

1

2
∠A1CA2

Òàêèì îáðàçîì óãîë ∠A1CA2 = 2α; àíàëîãè÷íî ∠B1CB2 = 2α. Îñòàëîñü âûðàçèòü
âñå íåèçâåñòíûå ÷åðåç a, b, α ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

A1A
2
2 +B1B

2
2

CA2 + CB2
=

2a2 − 2a2 cos 2α + 2b2 − 2b2 cos 2α

a2 + b2
= 2(1− cos 2α) = 4 sin2 α

Îòâåò: à) 2; á) 4.

6. (Êëÿ÷êî À.À.) Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöåíòà-
ìè ðàçðåøèìà â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàçðåøèìà ïî ëþáîìó
ìîäóëþ.

Ðåøåíèå:

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçðåøèìà, òî îíà
ðàçðåøèìà è ïî ëþáîìó ìîäóëþ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ó íàñ åñòü ñèñòåìà ñ n
íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xn, ðàçðåøèìàÿ ïî ëþáîìó ìîäóëþ. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðèâåñòè ê òðàïåöèåâèäíîé ôîðìå Ax = b (òàêæå ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè). Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñèñòåìà ðàçðåøèìà ïî ëþáî-
ìó ìîäóëþ, òî â ýòîé ôîðìå íå áóäåò ñòðîê, ãäå íåíóëåâûì áóäåò òîëüêî ñâîáîäíûé
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êîýôôèöèåíò. Ïóñòü M = α1α2 . . . αk > 0, ãäå α1, α2, . . . , αk � âåäóùèå ýëåìåíòû
ñòðîê ìàòðèöû A, êîòîðûå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëü-
íûìè. Ïî óñëîâèþ ∃ x′, c ∈ Zk : Ax′ = b + Mc. Íàéä¼ì òàêîé âåêòîð ∆x ∈ Zn,
÷òî A∆x = −Mc. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü îáðàòíûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà, ïðåäïîëàãàÿ
íóëåâûìè âñå êîìïîíåíòû ∆x, íå ñîîòâåòñòâóþùèå âåäóùèì êîýôôèöèåíòàì ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé íà äàííîì øàãå ñòðîêè. Òîãäà x = x′ + ∆x áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîé
ñèñòåìû.
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