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ÄÎÐÎÃÈÅ ÀÁÈÒÓÐÈÅÍÒÛ!

Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò � ñòàðåéøèé è êðóïíåéøèé óíèâåðñè-

òåò Ðîññèè, îäèí èç âåäóùèõ óíèâåðñèòåòîâ ìèðà. Îí âíåñ îãðîìíûé

âêëàä â ðàçâèòèå ìèðîâîé íàóêè, îáðàçîâàíèÿ è êóëüòóðû è ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç ïðåñòèæíûõ óíèâåðñèòåòîâ ìèðà.

Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ � ñòðóêòóðíîå ïîäðàçäåëåíèå Ìîñ-

êîâñêîãî óíèâåðñèòåòà íà òåððèòîðèè Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí. Ôè-

ëèàë ñîçäàí ïî èíèöèàòèâå Ïðåçèäåíòà Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí

Í. À. Íàçàðáàåâà.

Â Êàçàõñòàíñêîì ôèëèàëå ÌÃÓ ñîçäàíà óíèêàëüíàÿ ñèñòåìà îá-

ðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò âûñîêîå êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ ñòóäåí-

òîâ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ êàê ïîëíûì ñîáëþäåíèåì ó÷åáíûõ ïðîãðàìì

Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà â Ôèëèàëå, òàê è òåì, ÷òî ó÷åáíûé ïðî-

öåññ â Ôèëèàëå îáåñïå÷èâàåòñÿ â îñíîâíîì ïðîôåññîðàìè è ïðåïîäà-

âàòåëÿìè ÌÃÓ. Åæåãîäíî áîëåå 120 ïðîôåññîðîâ è ïðåïîäàâàòåëåé

ÌÃÓ êîìàíäèðóþòñÿ Ìîñêîâñêèì óíèâåðñèòåòîì â Ôèëèàë äëÿ ÷òå-

íèÿ ëåêöèé è ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðîâ.

Âñå ñòóäåíòû Ôèëèàëà íà ñòàðøèõ êóðñàõ îáó÷àþòñÿ â ÌÃÓ è

ïîëó÷àþò äèïëîì îá îêîí÷àíèè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Íà âðåìÿ

îáó÷åíèÿ â Ìîñêâå èì ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ìåñòà â îáùåæèòèÿõ ÌÃÓ.

Âûïóñêíèêè Êàçàõñòàíñêîãî ôèëèàëà ðàáîòàþò â ðàçëè÷íûõ âå-

äîìñòâàõ, èíñòèòóòàõ è íàöèîíàëüíûõ êîìïàíèÿõ Ðåñïóáëèêè Êà-

çàõñòàí, óñïåøíî çàíèìàþòñÿ áèçíåñîì.

Ïðèãëàøàåì ïîñòóïàòü â Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë Ìîñêîâñêîãî ãî-

ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Äèðåêòîð

Êàçàõñòàíñêîãî ôèëèàëà ÌÃÓ

ïðîôåññîð À. Â. ÑÈÄÎÐÎÂÈ×
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Ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå

Ââåäåíèå

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü íàøó æèçíü áåç

íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà. Íàóêà èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü ïðàê-

òè÷åñêè âî âñåõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ÿâëÿÿñü å¼ ôóí-

äàìåíòîì. Òàêæå âåðíî è òî, ÷òî ñîâðåìåííàÿ íàóêà íåìûñëèìà áåç

ìàòåìàòèêè: ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû âñå áîëüøå è áîëüøå ïðîíèêà-

þò â òå å¼ ñôåðû, â êîòîðûõ êàêóþ-íèáóäü ñîòíþ-äðóãóþ ëåò íàçàä ñ

íèìè áûëè àáñîëþòíî íåçíàêîìû. Ýòî è îáùåñòâåííûå íàóêè, è ìåäè-

öèíà, è äàæå ëèíãâèñòèêà. Ïîýòîìó íåóäèâèòåëüíî, ÷òî â ÌÃÓ èìå-

íè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà � ôëàãìàíå ôóíäàìåíòàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ íà

ïîñòñîâåòñêîì ïðîñòðàíñòâå � áåç çíàíèÿ ìàòåìàòèêè íåâîçìîæíî ïî-

ñòóïèòü ïðàêòè÷åñêè íè íà îäèí ôàêóëüòåò. Áåç å¼ óñïåøíîãî îñâîåíèÿ

íåâîçìîæíî ôîðìèðîâàíèå ïîëíîöåííîãî ñïåöèàëèñòà.

Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà íà ñåãîäíÿ

èìååò ïÿòü íàâïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè: ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíàÿ ìàòå-

ìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ýêîíîìèêà, ýêîëîãèÿ è ïðèðîäîïîëüçîâàíèå,

ôèëîëîãèÿ. Ïðè ïîñòóïëåíèè íà ïåðâûå ÷åòûðå íåîáõîäèìî óñïåøíî

ñäàòü ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå.

Ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå

Âñòóïèòåëüíûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå Êàçàõñòàíñêîãî ôèëèàëà

ïðîâîäèòñÿ â ïèñüìåííîé ôîðìå. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýêçàìåíà ñî-

ñòàâëÿåò 4 ÷àñà. Ìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà çà ýêçàìåí � 100 áàëëîâ. Âà-

ðèàíò ñîñòîèò èç âîñüìè çàäà÷ ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè: çàäà÷à íà àðèô-

ìåòè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷åòûðå çàäà÷è íà ñòàíäàðòíûå àëãåáðà-

è÷åñêèå ïðèåìû, îäíà àëãåáðàè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè

è ïî îäíîé çàäà÷å íà ïëàíèìåòðèþ è ñòåðåîìåòðèþ. Êàæäàÿ çàäà÷à

îöåíèâàåòñÿ ïî ñëåäóþùåé øêàëå:

+ � ïîëíîå ðåøåíèå, ïîäðîáíûå âûêëàäêè, àáñîëþòíî âåðíûé îòâåò;

± � ïîëíîå ðåøåíèå ñ íåïîëíûìè âûêëàäêàìè èëè àðèôìåòè÷åñêîé

îøèáêîé, êîòîðàÿ íå âëèÿåò íà äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ;
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Ââåäåíèå

∓ � íåïîëíîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñîäåðæèò íåêîòîðûå ñëó÷àè èç ïðà-

âèëüíîãî ðåøåíèÿ, èëè ðåøåíèå ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé, êîòîðàÿ

ñóùåñòâåííî ìåíÿåò äàëüíåéøèé õîä ðåøåíèÿ;

− � íåâåðíîå ðåøåíèå, îòñóòñòâèå ïðîäâèæåíèé çà èñêëþ÷åíèåì òðè-

âèàëüíûõ.

Îáúåì çíàíèé è ñòåïåíü âëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì, îïèñàííûå â ïðî-

ãðàììå, ñîîòâåòñòâóþò êóðñó ìàòåìàòèêè ñðåäíåé øêîëû. Ïîñòóïàþ-

ùèé ìîæåò ïîëüçîâàòüñÿ àðñåíàëîì ñðåäñòâ èç ýòîãî êóðñà, âêëþ÷àÿ

è íà÷àëà àíàëèçà. Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ ýêçàìåíàöèîííûõ çàäà÷ äî-

ñòàòî÷íî óâåðåííîãî âëàäåíèÿ ëèøü òåìè ïîíÿòèÿìè è èõ ñâîéñòâàìè,

êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû â íàñòîÿùåé ïðîãðàììå. Îáúåêòû è ôàêòû, íå

èçó÷àåìûå â îáùåîáðàçîâàòåëüíîé øêîëå, òàêæå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ

ïîñòóïàþùèìè, íî ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ñïîñîáåí èõ ïîÿñíÿòü è äîêà-

çûâàòü.

Ïðîãðàììà ýêçàìåíà è ïðåäúÿâëÿåìûå òðåáîâàíèÿ

Ïîíÿòèÿ, êîòîðûìè äîëæåí âëàäåòü àáèòóðèåíò:

1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äåëèìîñòü. Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà. Íàè-

áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå.

2. Öåëûå, ðàöèîíàëüíûå è äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

3. Ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ.

4. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ. Äèñêðèìèíàíò. Òåîðåìà Âèåòà.

5. Êâàäðàòíûå íåðàâåíñòâà. Ïàðàáîëà.

6. Ïðîöåíòû.

7. Ìîäóëü ÷èñëà.

8. Äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà. Ìåòîä èíòåðâàëîâ.

9. Ñòåïåíü, êîðåíü, àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü.
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Ïðîãðàììà ýêçàìåíà è ïðåäúÿâëÿåìûå òðåáîâàíèÿ

10. Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå ðàäèêàëû.

11. Àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè.

12. Êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü. Óðàâíåíèå ïðÿìîé è îêðóæíîñòè.

13. Ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ, êîòàíãåíñ óãëà. Àðêñèíóñ, àðêêîñèíóñ, àðê-

òàíãåíñ, àðêêîòàíãåíñ ÷èñëà.

14. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé êðóã.

15. Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî. Ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ àð-

ãóìåíòà. Ôîðìóëû äâîéíûõ óãëîâ. Ôîðìóëû ñèíóñà (êîñèíóñà, òàí-

ãåíñà, êîòàíãåíñà) ñóììû è ðàçíîñòè. Ôîðìóëû ñóììû ñèíóñîâ (êî-

ñèíóñîâ, òàíãåíñîâ è êîòàíãåíñîâ). Ôîðìóëû ïðîèçâåäåíèÿ ñèíóñîâ

(êîñèíóñîâ).

16. Ëîãàðèôì.

17. Ôóíêöèÿ, åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé. Âîçðàñòàíèå,

óáûâàíèå, ïåðèîäè÷íîñòü, ÷åòíîñòü, íå÷åòíîñòü. Íàèáîëüøåå è íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ãðàôèê ôóíêöèè.

18. Óðàâíåíèå, íåðàâåíñòâî, ñèñòåìà. Ðåøåíèÿ (êîðíè) óðàâíåíèÿ,

íåðàâåíñòâà, ñèñòåìû. Ðàâíîñèëüíîñòü.

19. Çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì.

20. Òðåóãîëüíèê. Ìåäèàíà, áèññåêòðèñà, âûñîòà è èõ ñâîéñòâà.

21. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê è åãî ñâîéñòâà. Òåîðåìà Ïèôàãîðà.

22. Ôîðìóëû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ.

23. Òåîðåìà ñèíóñîâ. Òåîðåìà êîñèíóñîâ.

24. Êâàäðàò, ïðÿìîóãîëüíèê, ïàðàëëåëîãðàìì, ðîìá, òðàïåöèÿ è èõ

ñâîéñòâà.
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Ââåäåíèå

25. Ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê.

26. Îêðóæíîñòü è êðóã. Êàñàòåëüíàÿ, ñåêóùàÿ, õîðäà. Êðóãîâîé ñåêòîð

è ñåãìåíò. Öåíòðàëüíûé è âïèñàííûå óãëû.

27. Âïèñàííûå è îïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè è èõ ñâîéñòâà.

28. Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Äâóãðàííûé óãîë. Òðåõãðàí-

íûé óãîë. Òåîðåìà î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ.

29. Ìíîãîãðàííèê. Êóá, ïàðàëëåëåïèïåä, ïðèçìà, ïèðàìèäà.

30. Öèëèíäð, êîíóñ, øàð, ñôåðà.

31. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è îáúåì òåòðàýäðà, öèëèíäðà, êîíóñà, øàðà.

Íà ýêçàìåíå ïî ìàòåìàòèêå ïîñòóïàþùèé äîëæåí óìåòü:

1. âûïîëíÿòü áåç êàëüêóëÿòîðà äåéñòâèÿ íàä ÷èñëàìè è ÷èñëîâûìè

âûðàæåíèÿìè;

2. ïðåîáðàçîâûâàòü áóêâåííûå âûðàæåíèÿ;

3. ñðàâíèâàòü ÷èñëà è íàõîäèòü èõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ áåç êàëü-

êóëÿòîðà;

4. äîêàçûâàòü òîæäåñòâà è íåðàâåíñòâà äëÿ áóêâåííûõ âûðàæåíèé;

5. ðåøàòü óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà, ñèñòåìû (â òîì ÷èñëå ñ ïàðàìåòðà-

ìè) è èññëåäîâàòü èõ ðåøåíèÿ;

6. èññëåäîâàòü ôóíêöèè; ñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé è ìíîæåñòâà òî-

÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè è íåðàâåí-

ñòâàìè;

7. ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ÷èñåë, âåêòîðîâ, ôóíêöèé è èõ ãðàôèêîâ,

ñâîéñòâàìè àðèôìåòè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèé;
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Ëèòåðàòóðà

8. ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè è ôîðìóëàìè, ñîäåðæàùèìè ìîäóëè,

ñòåïåíè, êîðíè, ëîãàðèôìè÷åñêèå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ,

âåëè÷èíû óãëîâ, äëèíû, ïëîùàäè, îáúåìû;

9. èçîáðàæàòü ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû íà ÷åðòåæå;

10. äåëàòü äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ;

11. ïðèìåíÿòü ïðèçíàêè ðàâåíñòâà, ïîäîáèÿ ôèãóð è èõ ïðèíàäëåæíî-

ñòè ê òîìó èëè èíîìó âèäó;

12. ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð, èõ õàðàêòåðíûõ

òî÷åê, ëèíèé è ÷àñòåé, ñâîéñòâàìè ðàâåíñòâà, ïîäîáèÿ è âçàèìíîãî

ðàñïîëîæåíèÿ ôèãóð;

13. ñîñòàâëÿòü óðàâíåíèÿ, íåðàâåíñòâà è íàõîäèòü çíà÷åíèÿ âåëè÷èí,

èñõîäÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è;

14. èçëàãàòü è îôîðìëÿòü ðåøåíèå ëîãè÷åñêè ïðàâèëüíî, ïîëíî è ïî-

ñëåäîâàòåëüíî, ñ íåîáõîäèìûìè ïîÿñíåíèÿìè.

Ëèòåðàòóðà

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà äëÿ ïîäãîòîâêè ê âñòóïèòåëüíîìó ýê-

çàìåíó:

1. Áóäàê À.Á., Ùåäðèí Á.Ì. Ýëåìåíòàðíàÿ ìàòåìàòèêà: Ìåòîäè÷å-

ñêèå óêàçàíèÿ ê îòâåòàì íà òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû áèëåòîâ óñòíî-

ãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòèêå. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà

ÂÌèÊ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2007.

2. Ðàçãóëèí À.Â., Ôåäîòîâ Ì.Â. Àëãåáðà: Ó÷åáíî�ìåòîäè÷åñêîå ïî-

ñîáèå. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2007.

3. Âîðîíèí Â.Ï., Ôåäîòîâ Ì.Â. Ãåîìåòðèÿ: Ó÷åáíî�ìåòîäè÷åñêîå ïî-

ñîáèå. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2006.
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Ââåäåíèå

4. Òêà÷óê Â.Â. Ìàòåìàòèêà àáèòóðèåíòó. � Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2007.

5. Êóëàíèí Å.Ä., Íîðèí Â.Ï., Ôåäèí Ñ.Í., Øåâ÷åíêî Þ.À. 3000 êîí-

êóðñíûõ çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå. � Ì.: Àéðèñ-ïðåññ, 2003.

Ýëåêòðîííûå ðåñóðñû

Ñëåäóþùèå ýëåêòðîííûå ðåñóðñû áóäóò ïîëåçíû äëÿ îçíàêîìëå-

íèÿ ñ âàðèàíòàìè, ïðåäëîæåííûìè â ðàçíûå ãîäû â ðàçëè÷íûõ ïîä-

ðàçäåëåíèÿõ ÌÃÓ:

• Îôèöèàëüíûé ñàéò Öåíòðàëüíîé ïðèåìíîé êîìèññèè ÌÃÓ:

http://cpk.msu.ru/

• Îôèöèàëüíûé ñàéò Ïðèåìíîé êîìèññèè ìåõìàòà ÌÃÓ:

http://pk.math.msu.ru/ru/specialist/variant

Æåëàåì óñïåõîâ!
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2011 ãîä

Óñëîâèÿ

2011 ãîä

1 âàðèàíò

1. Êàêèå èç ÷èñåë 2, 3
4 ,
√
7 + 2,

√
7− 2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

4x3 + 9 = 19x2?

2. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî
√
33 â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè ñ òî÷íîñòüþ äî 0,1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos

(
3π

2
+ 2x

)
− sin(π + 4x) = sin 4x+ sinx.

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
4x · 32y = 256,√
2x− 2 = y.

5. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 34 ÷ëåíà, è ðàçíîñòü ýòîé ïðîãðåññèè ðàâ-
íà 12. Ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ñóììà ÷ëåíîâ,
ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè.

6. Â òðàïåöèè, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 4, ðàçíîñòü äëèí áîêî-
âûõ ñòîðîí ðàâíà 4, à äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ðàâíà 12. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí
òðàïåöèè.

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log2(x+ 6) · log5(x+ 5)

x+ 4
6

log5(x+ 6) · log2(x+ 5)

x+ 3
.

8. Â ïèðàìèäå ABCD: AB = 1, AC = 2, AD = 3, BC =
√
5, BD =

√
10,

CD =
√
13. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ïèðàìèäó ABCD.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Êàêèå èç ÷èñåë 2, − 2
3 ,
√
5 + 3,

√
5− 3 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

3x3 = 16x2 − 8?

2. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî
√
39 â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè ñ òî÷íîñòüþ äî 0,1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos

(
3π

2
− 2x

)
+ sin(π − 3x) = sin 3x− cosx.

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
8x · 64y = 128,
√
12y − 7 = x.

5. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 26 ÷ëåíîâ, è ðàçíîñòü ýòîé ïðîãðåññèè ðàâ-
íà 15. Ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè â 5 ðàç áîëüøå, ÷åì ñóììà ÷ëåíîâ,
ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè.

6. Â òðàïåöèè, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 6, ðàçíîñòü äëèí áîêî-
âûõ ñòîðîí ðàâíà 4, à äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ðàâíà 15. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí
òðàïåöèè.

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log3(x− 3) · log4(x− 4)

x− 5
6

log4(x− 3) · log3(x− 4)

x− 6
.

8. Â ïèðàìèäå ABCD: AB = 1, AC = 3, AD = 4, BC =
√
10, BD =

√
17,

CD = 5. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ïèðàìèäó ABCD.
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2012 ãîä

2012 ãîä

1 âàðèàíò

1. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, è âû÷èñëèòå ýòè öåëûå
÷èñëà:

a) 19
7 + 7

5 −
4
35 ;

á)
√
22 ·
√
33 ·
√
6;

â) 2,9·3,4
4,93 .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå √
x2 + 24 = 6− x2.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå(
x− π

2

)2
|cosx+ sinx| = π2

4
(cosx+ sinx) .

4. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äåñÿòûé ÷ëåí áîëüøå ïÿòîãî ÷ëåíà íà 15 è
áîëüøå âòîðîãî ÷ëåíà â 13 ðàç. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè,
íà÷èíàÿ ñ ñîòîãî ÷ëåíà è çàêàí÷èâàÿ äâóõñîòûì.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log7 x 6 5 + 2 log√x

(
1

7

)
.

6. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû 120◦ è ÷åòûðå ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ñòîðîíû èìåþò äëèíû 2, 3, 3, 4. Íàéäèòå ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ

f(x) =
2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 1
.

8. Êóñîê ñûðà â ôîðìå ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD (S
� âåðøèíà ïèðàìèäû) ðàçðåçàëè îäíèì ïëîñêèì ðàçðåçîì, êîòîðûé ïðîõî-
äèò ÷åðåç ðåáðî AB è äåëèò ðåáðî SC â îòíîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû
S. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ ïîëó÷åííûõ êóñêîâ ñûðà.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, è âû÷èñëèòå ýòè öåëûå
÷èñëà:

a) 11
3 + 9

11 + 17
33 ;

á)
√
14 ·
√
35 ·
√
10;

â) 3,1·3,8
5,89 .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå √
x2 + 12 = 8− x2.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå(
x+

π

2

)2
|cosx− sinx| = π2

4
(cosx− sinx) .

4. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äåâÿòûé ÷ëåí áîëüøå ÷åòâåðòîãî ÷ëåíà
íà 10 è áîëüøå òðåòüåãî ÷ëåíà â 5 ðàç. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé
ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñ äâóõñîòîãî ÷ëåíà è çàêàí÷èâàÿ òðåõñîòûì.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3 log√x 11 6 8 + 2 log11

(
1

x

)
.

6. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû 120◦ è ÷åòûðå ïîñëåäîâà-
òåëüíûå ñòîðîíû èìåþò äëèíû 4, 5, 5, 6. Íàéäèòå ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ

f(x) =
3x2 + x+ 1

2x2 − x+ 1
.

8. Êóñîê ñûðà â ôîðìå ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD (S
� âåðøèíà ïèðàìèäû) ðàçðåçàëè îäíèì ïëîñêèì ðàçðåçîì, êîòîðûé ïðîõî-
äèò ÷åðåç ðåáðî AB è äåëèò ðåáðî SC â îòíîøåíèè 2 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû
S. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ ïîëó÷åííûõ êóñêîâ ñûðà.
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2013 ãîä

2013 ãîä

1 âàðèàíò

1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî (
3
√
9− 6
√
3
)3
·
(
9 + 5

√
3
)

ÿâëÿåòñÿ öåëûì è íàéäèòå ýòî öåëîå ÷èñëî.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
13 · |x+ 2| − 5

2 · |x+ 2|+ 1
< 4.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 + cos(π + 9x) = 5 sin
π − 9x

2
.

4. Â âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðîèçâåäåíèå ñåäüìîãî è
âîñüìîãî ÷ëåíîâ íà 46 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå ïÿòîãî è äåâÿòîãî ÷ëåíîâ,
è íà 108 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå òðåòüåãî è äåñÿòîãî ÷ëåíîâ. ×åìó ðàâíà
ñóììà ïåðâûõ 25 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè?

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

(18− 3x) · log2x−12
3
√
2 6 1.

6. Â òðàïåöèè ABCD äëèíà îñíîâàíèÿ AD ðàâíà 20, à äëèíà áîêîâîé ñòî-
ðîíû CD ðàâíà 10

√
3. ×åðåç òî÷êè A, B, C ïðîõîäèò îêðóæíîñòü, ïåðåñå-

êàþùàÿ îñíîâàíèå òðàïåöèè AD â òî÷êå F . Óãîë AFB ðàâåí 60◦. Íàéäèòå
äëèíó îòðåçêà BF .

7. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 26. Ðåçóëüòàò ðàçäå-
ëèëè íà ñóììó èñõîäíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îñòàòêîì. Â ÷àñòíîì ïîëó÷èëè
5, à â îñòàòêå 60. Íàéäèòå èñõîäíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

8. Êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé 3 ñì ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äâóõ ïèðàìèä
MABCD è NABCD, ïðè÷åì MA è NC � âûñîòû ýòèõ ïèðàìèä è òî÷-
êè M , N ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè ABCD. Ñóììà äëèí âûñîò
MA è NC ðàâíà 9 ñì, à îáúåì îáùåé ÷àñòè ïèðàìèä ðàâåí 6 ñì3. Íàéäèòå
îòíîøåíèå âûñîò MA è NC.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî (
3
√
4− 6
√
2
)3
·
(
20 + 14

√
2
)

ÿâëÿåòñÿ öåëûì è íàéäèòå ýòî öåëîå ÷èñëî.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
11 · |x+ 3| − 6

6 · |x+ 3|+ 5
< 1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos(11x− π) = 4 + 7 sin
π − 11x

2
.

4. Â âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðîèçâåäåíèå øåñòîãî è
ñåäüìîãî ÷ëåíîâ íà 44 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå ÷åòâåðòîãî è âîñüìîãî ÷ëå-
íîâ, è íà 104 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå âòîðîãî è äåâÿòîãî ÷ëåíîâ. ×åìó
ðàâíà ñóììà ïåðâûõ 23 ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè?

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

(6− 2x) · log3x−6
√
3 6 1.

6. Â òðàïåöèè ABCD äëèíà áîêîâîé ñòîðîíû CD ðàâíà 6. ×åðåç òî÷êè A,
B, C ïðîõîäèò îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ îñíîâàíèå òðàïåöèè AD â òî÷-
êå F . Äëèíà îòðåçêà BF ðàâíà 6

√
2. Óãîë AFB ðàâåí 45◦. Íàéäèòå äëèíó

îñíîâàíèÿ AD.

7. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 25. Ðåçóëüòàò ðàçäå-
ëèëè íà ñóììó èñõîäíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îñòàòêîì. Â ÷àñòíîì ïîëó÷èëè
4, à â îñòàòêå 50. Íàéäèòå èñõîäíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

8. Êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé 6 ñì ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äâóõ ïèðàìèä
MABCD è NABCD, ïðè÷åì MA è NC � âûñîòû ýòèõ ïèðàìèä è òî÷-
êè M , N ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè ABCD. Ñóììà äëèí âûñîò
MA è NC ðàâíà 8 ñì, à îáúåì îáùåé ÷àñòè ïèðàìèä ðàâåí 18 ñì3. Íàéäèòå
îòíîøåíèå âûñîò MA è NC.
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2014 ãîä

2014 ãîä

1 âàðèàíò

1. Ê êàêîìó öåëîìó ÷èñëó íàõîäèòñÿ áëèæå âñåãî íà ÷èñëîâîé îñè ÷èñëî

5, 1 · 4, 2 + 11, 76

2, 3 · 2, 2− 2, 46
?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå √
41− 6x− x2

3− x
= 1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
6 sin2 3x+ 2 cos2 6x = 5.

4. Äàíû àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, â êîòîðîé ðàçíîñòü îòëè÷íà îò 0, è
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî 1-é, 2-é è 10-é ÷ëåíû àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñî 2-ì, 5-ì è 8-ì ÷ëåíàìè
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéäèòå îòíîøåíèå ñóììû 8 ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ê ñóììå 8 ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

logx2

(
5x2 − 20

3
x− 32

3

)2

6 2.

6. Âûñîòà AH è áèññåêòðèñà BL â òðåóãîëüíèêå ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
K. Ïðè ýòîì AK = 4, KH = 2, BL = 11. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû BC.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

a
(
x2 + x−2

)
− (a+ 1)

(
x+ x−1

)
+ 5 = 0

íå èìååò ðåøåíèé.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñóììû òðåõ ïëîñêèõ óãëîâ ïðè êàæäîé
èç âåðøèí B è C ðàâíû 180◦ è AD = BC. Äëèíà âûñîòû ïèðàìèäû, îïó-
ùåííîé èç âåðøèíû A, ðàâíà 40 ñì. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ýòó
ïèðàìèäó.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Ê êàêîìó öåëîìó ÷èñëó íàõîäèòñÿ áëèæå âñåãî íà ÷èñëîâîé îñè ÷èñëî

7, 2 · 3, 1 + 10, 14

3, 2 · 2, 1− 4, 52
?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå √
22− 4x− x2

2− x
= 1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
7 sin2 5x+ cos2 10x = 2.

4. Äàíû àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, â êîòîðîé ðàçíîñòü îòëè÷íà îò 0, è ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî 2-é, 3-é è 11-é ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ 1-ì, 4-ì è 7-ì ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè. Íàéäèòå îòíîøåíèå ñóììû 9 ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ê ñóììå 9 ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

logx2

(
2x2 +

13

2
x− 15

2

)2

6 2.

6. Âûñîòà CH è áèññåêòðèñà BL â òðåóãîëüíèêå ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
K. Ïðè ýòîì CK = 8, KH = 4, BL = 18. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû AB.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

a
(
x2 + x−2

)
− (a+ 2)

(
x+ x−1

)
+ 7 = 0

íå èìååò ðåøåíèé.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñóììû òðåõ ïëîñêèõ óãëîâ ïðè êàæäîé
èç âåðøèí B è D ðàâíû 180◦ è AC = BD. Ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ýòó
ïèðàìèäó, ðàâåí 3 ñì. Íàéäèòå äëèíó âûñîòû ïèðàìèäû, îïóùåííîé èç âåð-
øèíû A.
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2015 ãîä

2015 ãîä

1 âàðèàíò

1. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå è ïî÷åìó: 4,5 èëè
√

21
8 + 17

6 ?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

(x2 − 8x+ 16)(x2 − 8x+ 18)− 24 = 0.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
24 cosx =

√
11 cosx− cos 2x.

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
y2 + 2xy = 40x,

16x2 + 8xy = 5y.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
log25

(
7− x

2

)
log125(22− x)

6
3

4
.

6. Â òðåóãîëüíèêå äëèíû äâóõ ñòîðîí ðàâíû 4 è 5, à äëèíà áèññåêòðèñû óãëà
ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè ðàâíà 20

9 . Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(x+ 1)4 − (a+ 3)(x2 + 2x) + a2 + 3a+ 1 = 0

èìååò 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

8. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå ñ âåðøèíîé S è îñíîâàíèåì
ABCDEF ïëîùàäü ñå÷åíèÿ SAC îòíîñèòñÿ ê ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè SAB
êàê
√
51 :
√
19. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 3. Íàéòè îáúåì äàííîé øåñòèóãîëü-

íîé ïèðàìèäû.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå è ïî÷åìó: 5,5 èëè
√

20
7 + 23

6 ?

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

(x2 − 7x+ 16)(x2 − 7x+ 19)− 28 = 0.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
20 sinx =

√
9 sinx+ cos 2x.

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
2y2 + xy = 15x,

5x2 + 10xy = 12y.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
log64

(
5 + x

2

)
log16(18 + x)

6
1

3
.

6. Â òðåóãîëüíèêå äëèíû äâóõ ñòîðîí ðàâíû 8 è 3, à äëèíà áèññåêòðèñû óãëà
ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè ðàâíà 24

11 . Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(x− 1)4 − (a+ 4)(x2 − 2x) + a2 + 5a+ 5 = 0

èìååò 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

8. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå ñ âåðøèíîé S è îñíîâàíèåì
ABCDEF ïëîùàäü ñå÷åíèÿ SAC îòíîñèòñÿ ê ïëîùàäè áîêîâîé ãðàíè SAB
êàê
√
37 :
√
13. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 2. Íàéòè îáúåì äàííîé øåñòèóãîëü-

íîé ïèðàìèäû.
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2016 ãîä

2016 ãîä

1 âàðèàíò

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

7x2 + 6x+ 7 = 2
√
10 · (x2 − 1)?

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x− y = 5,

x3 − y3 = 335.
.

3. Äàíà êâàäðàòíàÿ òàáëèöà 10×10 êëåòîê (10 ñòðîê, 10 ñòîëáöîâ). Â êàæäîé
êëåòêå òàáëèöû ñòîèò ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîé êëåòêè â
ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íèæå, ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 4, à
ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîé êëåòêè â ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó ñïðàâà ÷èñëî óìåíü-
øàåòñÿ íà 1. Ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå ðàâíà 250. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â
ñàìîé ëåâîé êëåòêå íèæíåãî ðÿäà?

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî √
7 + 2logx 5 > 1 + 4logx

√
5.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

tg 2x = 9 sin2 x+ 4 sinx cosx− 3 cos2 x.

6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíà AD â
√

19
4 ðàç äëèííåå ñòîðîíû BC

è AB = CD = 2. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB (çà òî÷êó B) è DC (çà òî÷êó
C) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ïðè ýòîì BK = 1, CK = 2. Íàéäèòå ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

7. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

cos
(10x− 48)π

3x+ 5
= 1.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà â 3 ðàçà
êîðî÷å âûñîòû è ðàâåí 7 +

√
21. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, êîòîðûé êàñàåòñÿ

âñåõ ðåáåð ïèðàìèäû.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

9x2 + 4x+ 9 =
√
77 · (1− x2)?

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x− y = 6,

x3 − y3 = 342.
.

3. Äàíà êâàäðàòíàÿ òàáëèöà 8 × 8 êëåòîê (8 ñòðîê, 8 ñòîëáöîâ). Â êàæäîé
êëåòêå òàáëèöû ñòîèò ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîé êëåòêè
â ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó, ðàñïîëîæåííóþ íèæå, ÷èñëî óìåíüøàåòñÿ íà 2, à
ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîé êëåòêè â ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó ñïðàâà ÷èñëî óâåëè-
÷èâàåòñÿ íà 3. Ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå ðàâíà 160. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â
ñàìîé ïðàâîé êëåòêå âåðõíåãî ðÿäà?

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî √
31 + 5logx 3 > 1 + 25logx

√
3.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

tg 2x = 6 cos2 x− 4 sinx cosx− 2 sin2 x.

6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíà AD â
√

23
12 ðàç äëèííåå ñòîðîíû BC

è AB = CD = 1. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB (çà òî÷êó B) è DC (çà òî÷êó
C) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ïðè ýòîì BK = 2, CK = 3. Íàéäèòå ïëîùàäü
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

7. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

cos
(4x− 50)π

3x+ 7
= 1.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà â 3 ðàçà
êîðî÷å âûñîòû è ðàâåí

√
21 + 3. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, êîòîðûé êàñàåòñÿ

âñåõ ðåáåð ïèðàìèäû.
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2017 ãîä

2017 ãîä

1 âàðèàíò

1. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ëåæàò ìåæäó ÷èñëàìè
√
3·
√
85 è 14−1,7

3−2,3 .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 − 14x+ 48| = 14x− 42− x2.

3. Â 9 êîðîáêàõ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 9 ëåæàò òîëüêî êðàñíûå è ñèíèå øàðû.
×èñëî êðàñíûõ øàðîâ âî âòîðîé êîðîáêå â 7

6 ðàç áîëüøå, ÷åì â ïåðâîé. Êî-
ëè÷åñòâà êðàñíûõ øàðîâ â êîðîáêàõ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,
à êîëè÷åñòâà ñèíèõ øàðîâ â êîðîáêàõ îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ
(â ïîðäÿêå íîìåðîâ êîðîáîê). Êîëè÷åñòâî ñèíèõ øàðîâ â ïåðâîé êîðîáêå ñî-
ñòàâëÿåò 25%, à â òðåòüåé � 50% îò ÷èñëà âñåõ øàðîâ â äàííîé êîðîáêå.
Íàéòè îòíîøåíèå îáùåãî ÷èñëà ñèíèõ øàðîâ ê îáùåìó ÷èñëó êðàñíûõ øà-
ðîâ.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin
(
2x+

π

4

)
− sinx =

1√
2
.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
xlogy x = y2

x ,(
log3 x

2
)
· logx

(
2x− 3

y

)
= 4

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠C = 60◦, AD = 21, BC =
40. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà ñòîðîíå BC êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, AD è CD.
Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí AB è CD.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

13 + sin2 x > 3a2 − a+ (4a− 5) cosx

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x.

8. Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó SABCD (S � âåðøèíà ïè-
ðàìèäû) âïèñàí øàð. ×åðåç öåíòð øàðà è ðåáðî AB ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü,
êîòîðàÿ â ïåðåñå÷åíèè ñ ïèðàìèäîé äàåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ABMN . Îáúåìû
ïèðàìèä SABMN è SABCD îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 9. Íàéäèòå êîñèíóñ äâóãðàí-
íîãî óãëà ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è îñíîâàíèåì èñõîäíîé ïèðàìèäû.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ëåæàò ìåæäó ÷èñëàìè
√
5·
√
39 è 15−2,6

2−1,2 .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 − 15x+ 56| = 15x− 52− x2.

3. Â 10 êîðîáêàõ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 10 ëåæàò òîëüêî êðàñíûå è ñèíèå øàðû.
×èñëî êðàñíûõ øàðîâ âî âòîðîé êîðîáêå â 5

4 ðàç áîëüøå, ÷åì â ïåðâîé. Êî-
ëè÷åñòâà êðàñíûõ øàðîâ â êîðîáêàõ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ,
à êîëè÷åñòâà ñèíèõ øàðîâ â êîðîáêàõ îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ
(â ïîðÿäêå íîìåðîâ êîðîáîê). Êîëè÷åñòâî ñèíèõ øàðîâ â ïåðâîé êîðîáêå ñî-
ñòàâëÿåò 20%, à â òðåòüåé � 40% îò ÷èñëà âñåõ øàðîâ â äàííîé êîðîáêå.
Íàéòè îòíîøåíèå îáùåãî ÷èñëà ñèíèõ øàðîâ ê îáùåìó ÷èñëó êðàñíûõ øà-
ðîâ.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos
(
2x+

π

4

)
+ cosx = − 1√

2
.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
1
y2 · xlogy x = x,(
log2 x

3
)
· logx (5x− 6y) = 9

6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠A = ∠D = 60◦, AD = 24, BC =
13. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà ñòîðîíå AD êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC è CD.
Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí AB è CD.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

11 + cos2 x > 3a2 + 5a− (4a− 1) sinx

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x.

8. Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó SABCD (S � âåðøèíà ïè-
ðàìèäû) âïèñàí øàð. ×åðåç öåíòð øàðà è ðåáðî AB ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü,
êîòîðàÿ â ïåðåñå÷åíèè ñ ïèðàìèäîé äàåò ÷åòûðåõóãîëüíèê ABMN . Îáúåìû
ïèðàìèä SABMN è SABCD îòíîñÿòñÿ êàê 7 : 25. Íàéäèòå êîñèíóñ äâóãðàí-
íîãî óãëà ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è îñíîâàíèåì èñõîäíîé ïèðàìèäû.
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2018 ãîä

2018 ãîä

1 âàðèàíò

1. Êàêîå öåëîå ÷èñëî çàäàíî âûðàæåíèåì
√
8·( 5

3+
1
5 )

( 2
3−

1
5 )·
√
32
?

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: √
10x+ 6 = 5x− 9.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: (
8

27

) 2
x

6

(
9

4

) 1
3−x

.

4. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 50 ÷ëåíîâ (âñå ïîëîæèòåëüíûå). Åñëè ïðî-
ñóììèðîâàòü ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ 2 îò êàæäîãî ÷ëåíà ïðîãðåññèè, òî
ïîëó÷èòñÿ 1325. Åñëè âû÷èñëèòü ñóììó ëîãàðèôìîâ ïî îñíîâàíèþ 2 òîëüêî
ïåðâûõ 30 ÷ëåíîâ, òî ïîëó÷èòñÿ 495. Âû÷èñëèòå ñóììó ïåðâûõ 10 ÷ëåíîâ
ïðîãðåññèè.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
5 sin y − 3

√
5 cosx = 7− 2 cos2 y,

tg x = 2.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíàìè: AB = 4, BC = 5, AC = 6 ïðîâåäåíû
âûñîòû AH1, BH2, CH3. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ H1H3 : H2H3.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|(2− a)x− a| = (2− a)(x+ 1)2 + 2ax− 2x+ 2a

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC äëèíû âñåõ ðåáåð îäèíàêîâû. Òî÷êà M
â ïðîñòðàíñòâå òàêîâà, ÷òî MA = MB = MC =

√
3 ñì è ïðÿìàÿ AM ïåðå-

ñåêàåòñÿ ñ âûñîòîé òðåóãîëüíèêà SBC, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Íàéäèòå
îáúåì ïèðàìèäû SABC.
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Óñëîâèÿ

2 âàðèàíò

1. Êàêîå öåëîå ÷èñëî çàäàíî âûðàæåíèåì
√
48·( 4

3−
1
7 )

( 1
3+

1
7 )·
√
12
?

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: √
14− 5x = 5x− 8.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî: (
4

9

) 1
2−x

6

(
27

8

) 3
x

.

4. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 40 ÷ëåíîâ (âñå ïîëîæèòåëüíûå). Åñëè ïðî-
ñóììèðîâàòü ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ 2 îò êàæäîãî ÷ëåíà ïðîãðåññèè, òî
ïîëó÷èòñÿ 900. Åñëè âû÷èñëèòü ñóììó ëîãàðèôìîâ ïî îñíîâàíèþ 2 òîëüêî
ïåðâûõ 20 ÷ëåíîâ, òî ïîëó÷èòñÿ 250. Âû÷èñëèòå ñóììó ïåðâûõ 10 ÷ëåíîâ
ïðîãðåññèè.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
3 cos y − 4

√
10 cosx = 4− 2 sin2 y,

tg x = 3.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíàìè: AB = 6, BC = 5, AC = 7 ïðîâåäåíû
âûñîòû AH1, BH2, CH3. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ H1H3 : H2H3.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|(1− a)x− 2a| = (1− a)(x+ 2)2 + 2ax+ 4a+ 2

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC äëèíû âñåõ ðåáåð îäèíàêîâû. Òî÷êà M
â ïðîñòðàíñòâå òàêîâà, ÷òî MA = MB = MC = 3 ñì è ïðÿìàÿ AM ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ âûñîòîé òðåóãîëüíèêà SBC, îïóùåííîé èç âåðøèíû B. Íàéäèòå
îáúåì ïèðàìèäû SABC.
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Ðåøåíèÿ

2011 ãîä

1 âàðèàíò

1. Êàêèå èç ÷èñåë 2, 3
4
,
√
7 + 2,

√
7 − 2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâ-

íåíèÿ
4x3 + 9 = 19x2?

Ðåøåíèå:

Ïðîâåðèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

à) 4 · 23 + 9 = 19 · 22 ⇔ 41 = 76 � íåâåðíî;

á) 4 · 33

43
+ 9 = 19 · 32

42
⇔ 27

16
+ 9 = 171

16
� âåðíî;

â) 4(
√
7 + 2)3 + 9 = 19(

√
7 + 2)2 ⇔

4(7
√
7 + 42 + 12

√
7 + 8) + 9 = 19(7 + 4

√
7 + 4)⇔

76
√
7 + 209 = 209 + 76

√
7 � âåðíî;

ã) 4(
√
7− 2)3 + 9 = 19(

√
7− 2)2 ⇔

4(7
√
7− 42 + 12

√
7− 8) + 9 = 19(7− 4

√
7 + 4)⇔

76
√
7− 191 = 209− 76

√
7 � íåâåðíî.

Îòâåò: 3
4
;
√
7 + 2.

2. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî
√
33 â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè ñ òî÷íîñòüþ

äî 0,1.

Ðåøåíèå:

Èç íåðàâåíñòâà 52 < 33 < 62, ïîíÿòíî, ÷òî 5 <
√
33 < 6. Çíà÷èò,

öåëàÿ ÷àñòü ðàâíà 5. Îáîçíà÷èì ïåðâóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé
÷åðåç x (x � öåëîå ÷èñëî îò 0 äî 9). Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî:

5 + 0.1x <
√
33 < 5 + 0.1(x+ 1)⇒
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Ðåøåíèÿ

25 + x+ 0.01x2 < 33 < 25 + (x+ 1) + 0.01(x+ 1)2 ⇒

2500 + 100x+ x2 < 3300 < 2500 + 100(x+ 1) + (x+ 1)2.

Ïîëó÷èì 2 êâàäðàòíûõ íåðàâåíñòâà:{
x2 + 100x− 800 < 0,

x2 + 102x− 699 > 0.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðâîìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò
âñå öèôðû x îò 0 äî 7, à âòîðîìó � îò 7 äî 9. Çíà÷èò, ïåðâàÿ
öèôðà ïîñëå çàïÿòîé � 7.

Îòâåò: 5,7.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos

(
3π

2
+ 2x

)
− sin(π + 4x) = sin 4x+ sinx.

Ðåøåíèå:

Ïðèìåíèì ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ:

sin 2x+ sin 4x = sin 4x+ sinx⇔ sin 2x− sinx = 0.

Äàëåå èñïîëüçóåì ôîðìóëó ñèíóñà äâîéíîãî óãëà:

sinx(2 cosx− 1) = 0.

Åñëè îáðàùàåòñÿ â íîëü ïåðâûé ìíîæèòåëü, òî x = πn, n ∈ Z.
Åñëè âòîðîé � òî x = ±π

3
+ 2πk, k ∈ Z.

Îòâåò: πn, n ∈ Z; ±π
3
+ 2πk, k ∈ Z.
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4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
4x · 32y = 256,√
2x− 2 = y.

Ðåøåíèå:

Ïðèâåäåì â ïåðâîì óðàâíåíèè âñå ìíîæèòåëè ê ñòåïåíè äâîéêè:

22x · 25y = 28.

Äàííîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó 2x + 5y = 8. À âòîðîå
óðàâíåíèå âîçâåäåì â êâàäðàò (ñ óñëîâèåì, ÷òî y > 0). Ïîëó÷èì
ñèñòåìó: 

2x+ 5y = 8,

2x− 2 = y2,

y > 0.

⇔


y2 + 5y − 6 = 0,

2x = 2 + y2,

y > 0.

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ y = 1 è y = −6. Ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ y > 0, îñòàâèì òîëüêî y = 1 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó
x = 3

2
.

Îòâåò:
(

3
2
; 1
)
.

5. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 34 ÷ëåíà, è ðàçíîñòü ýòîé ïðî-
ãðåññèè ðàâíà 12. Ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè â 4 ðàçà áîëüøå,
÷åì ñóììà ÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ. Íàéäèòå ïåðâûé
÷ëåí ýòîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå:

Ñóììà âñåõ ÷ëåíîâ ðàâíà S = a1+a34
2
· 34. Âûðàæàÿ a34 ÷åðåç ïåð-

âûé ÷ëåí è ðàçíîñòü ïðîãðåññèè a34 = a1 + 33d = a1 + 33 · 12,
ïîëó÷èì:

S = 34(a1 + 33 · 6).
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Ðåøåíèÿ

Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíû, ñòîÿùèå íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ, òîæå îáðàçó-
þò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ïðè÷åì êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷ëå-
íîâ ðàâíî 17 (ïåðâûé ÷ëåí a1, ïîñëåäíèé � a33), à ðàçíîñòü
f = 24. Ñîîòâåòñòâåííî, ñóììó ÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ íà íå÷åòíûõ ìå-
ñòàõ, òîæå ìîæíî ïîñ÷èòàòü êàê ñóììó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè: T = a1+a33

2
· 17. Âûðàæàÿ a33 ÷åðåç ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü

ïðîãðåññèè a33 = a1 + 32d = a1 + 32 · 12, ïîëó÷èì:

T = 17(a1 + 32 · 6).

Èç óñëîâèÿ èçâåñòíî, ÷òî S â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì T , ëåãêî íàéòè
a1:

34(a1 + 33 · 6) = 4 · 17(a1 + 32 · 6)⇔
⇔ a1 + 33 · 6 = 2a1 + 64 · 6⇔
⇔ a1 = 6(33− 64) = −186

Îòâåò: −186.

6. Â òðàïåöèè, îïèñàííîé îêîëî îêðóæíîñòè ðàäèóñà 4, ðàçíîñòü
äëèí áîêîâûõ ñòîðîí ðàâíà 4, à äëèíà ñðåäíåé ëèíèè ðàâíà 12.
Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí òðàïåöèè.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì: A, B, C, D � âåðøèíû òðàïåöèè; BC = a, AD = b
� äëèíû îñíîâàíèé òðàïåöèè; CD = f , AB = e � áîêîâûå ñòî-
ðîíû òðàïåöèè (e > f). Òàê êàê îêîëî òðàïåöèè ìîæíî îïèñàòü
îêðóæíîñòü, òî a+ b = e+ f . Ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

a+ b = e+ f,

f − e = 4,
a+b

2
= 12.

Èç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî e + f =
24. À ñ ó÷åòîì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ f − e = 4, íàõîäèì îòâåò
f = 14, e = 10.
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10 14

6 2
√
33

O

F

EB

A

C

DGH

Ðèñ. 1: ê çàäà÷å �6 (1 ñëó÷àé)

×òîáû íàéòè áîêîâûå ñòîðîíû, ñäåëàåì ñòàíäàðòíîå äîïîëíè-
òåëüíîå ïîñòðîåíèå: îïóñòèì âûñîòû BH è CG. Òàê êàê äèàìåòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè EF ðàâåí âûñîòå òðàïåöèè, òî èçâåñòíî,
÷òî BH = CG = EF = 8. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàéäåì AH è
DG:

AH2 = AB2 −BH2 = 102 − 82 = 36⇔ AH = 6,

GD2 = CD2 − CG2 = 142 − 82 = 132⇔ GD = 2
√
33.

Òàê êàê BCGH � ïðÿìîóãîëüíèê, òî GH = BC = a. Îáðàòèì
âíèìàíèå íà äâà ïðèíöèïèàëüíûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê A,
H,G èD íà ïðÿìîé: A−H−G−D èH−A−G−D (ñòîèò îòìåòèòü,
÷òî îñòàëüíûå âàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó èç äàííûõ äâóõ).

Â ïåðâîì ñëó÷àå AH + a+GD = b. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó:

{
a+ b = 24,

b− a = 2
√
33 + 6.

Îòêóäà ëåãêî íàéòè a = 9−
√
33 è b = 15 +

√
33.
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Ðåøåíèÿ

10

14

6 2
√
33

O

F

E

H

C

DGA

B

Ðèñ. 2: ê çàäà÷å �6 (2 ñëó÷àé)

Âî âòîðîì ñëó÷àå HA+ b = a+GD. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó:{
a+ b = 24,

b− a = 2
√
33− 6.

Îòêóäà ëåãêî íàéòè a = 15−
√
33 è b = 9 +

√
33.

Îòâåò: 10; 9−
√
33; 14; 15 +

√
33 èëè 10; 15−

√
33; 14; 9 +

√
33.

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log2(x+ 6) · log5(x+ 5)

x+ 4
6

log5(x+ 6) · log2(x+ 5)

x+ 3
.

Ðåøåíèå:

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì íåñëîæíîå ñâîéñòâî ëîãàðèôìîâ ïðè
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ a, b, c è d:

loga b · logc d = loga d · logc b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïåðåïèñàòü êàæ-
äûé ëîãàðèôì êàê îòíîøåíèå äâóõ ëîãàðèôìîâ ïî îäíîìó è òîìó
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æå îñíîâàíèþ (íàïðèìåð, ïî îñíîâàíèþ e):

ln b

ln a
· ln d
ln c

=
ln d

ln a
· ln b
ln c

.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà:

log5(x+ 6) · log2(x+ 5)

x+ 4
6

log5(x+ 6) · log2(x+ 5)

x+ 3
⇔

⇔ log5(x+ 6) · log2(x+ 5) ·
(

1

x+ 4
− 1

x+ 3

)
6 0⇔

⇔ log5(x+ 6) · log2(x+ 5)

(x+ 4)(x+ 3)
> 0.

Íåðàâåíñòâî ðåøèì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ
êàæäîãî èç òðåõ ñîìíîæèòåëåé (çíàìåíàòåëü � îäèí ñîìíîæè-
òåëü) îáîçíà÷èâ îáëàñòè, â êîòîðûõ îíè íåîòðèöàòåëüíû.

log5(x+ 6) > 0⇔ x+ 6 > 1⇔ x ∈ [−5,+∞),

log2(x+ 5) > 0⇔ x+ 5 > 1⇔ x ∈ [−4,+∞),

(x+ 4)(x+ 3) > 0⇔ x ∈ (−∞;−4) ∪ (−3,+∞).

(−5,−4) (−4,−3) (−3,+∞)
log5(x+ 6) + + +
log2(x+ 5) − + +

(x+ 4)(x+ 3) + − +
L − − +

Ñ ó÷åòîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x ∈ (−5,−4)∪(−4,−3)∪(−3,+∞)
ìîæíî âûäåëèòü èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà âûðàæåíèÿ

L =
log5(x+ 6) · log2(x+ 5)

(x+ 4)(x+ 3)
.
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Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè, â êîòîðûõ ÷èñëèòåëü îáíóëÿåòñÿ, íå ïðè-
íàäëåæàò îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Îòâåò: (−3;+∞) .

8. Â ïèðàìèäå ABCD: AB = 1, AC = 2, AD = 3, BC =
√
5,

BD =
√
10, CD =

√
13. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ïè-

ðàìèäó ABCD.

Ðåøåíèå:

Ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà íàéäåì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû îáúåìà ïè-
ðàìèäû:

VABCD =
1

3
R · S,

ãäå S � ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè. Âû÷èñëèì îáúåì è ïëî-
ùàäü ïèðàìèäû.

Íàéäåì îáúåì VABCD. Çàìåòèì, ÷òî âñå ïëîñêèå óãëû BAC, CAD,
DAB ñ âåðøèíîé â òî÷êå A � ïðÿìûå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü âûïîëíåíèå òåîðåìû Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêîâ CAB

(
√
5

2
= 12+22), BAD (

√
10

2
= 12+32) èDAC (

√
13

2
= 22+32). Òàê

êàê âñå óãëû ïðè âåðøèíå A � ïðÿìûå, òî DA ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé,
îïóùåííîé èç âåðøèíû D íà ïëîñêîñòü ABC, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì. Çíà÷èò,

VABCD =
1

3
AD · SABC =

1

6
AD · AB · AC = 1.

Íàéäåì ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè S = SABC +SADC +SABD+
SBCD. Ïåðâûå òðè òðåóãîëüíèêà ïðÿìîóãîëüíûå è èõ ïëîùàäè,
ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíû:

SABC =
1

2
BA · AC = 1,

SADC =
1

2
DA · AC = 3,
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SABD =
1

2
BA · AD =

3

2
.

Ïîñëåäíèé òðåóãîëüíèê èìååò ñòîðîíû
√
5,
√
10,
√
13. Íàéòè ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè â âèäå ðàäèêàëîâ ìîæíî äâóìÿ
ñïîñîáàìè: ëèáî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Ïèôàãîðà äëÿ äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ îäíîé èç âûñîò, ëèáî ñ ïîìîùüþ
ðàçâåðíóòîé ôîðìóëû Ãåðîíà, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò êâàä-
ðàòîâ ñòîðîí:

S∆ =
1

4

√
2(a2b2 + b2c2 + c2a2)− a4 − b4 − c4.

Ïîäñòàâèì êâàäðàòû ñòîðîí:

SBCD =
1

4

√
2(5 · 10 + 10 · 13 + 13 · 5)− 52 − 102 − 132 =

1

4

√
196 =

7

2
.

Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè: S = 1 + 3 + 3
2
+ 7

2
= 9. Ðàäèóñ

âïèñàííîé ñôåðû: R = 3VABCD
S

= 3
9
= 1

3
.

Îòâåò: 1
3
.
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2012 ãîä

1 âàðèàíò

1. Îïðåäåëèòå, êàêèå èç ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ öåëûìè, è âû÷èñëèòå
ýòè öåëûå ÷èñëà:

a)
19

7
+

7

5
− 4

35
;

á)
√
22 ·
√
33 ·
√
6;

â)
2,9 · 3,4
4,93

.

Ðåøåíèå:

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ äàííûõ âûðàæåíèé:

a)
19

7
+

7

5
− 4

35
=

95 + 49− 4

35
=

140

35
= 4 � öåëîå;

á)
√
22 ·
√
33 ·
√
6 =
√
2 · 11 · 3 · 11 · 2 · 3 = 2 · 3 · 11 = 66 � öåëîå;

â)
2,9 · 3,4
4,93

=
29 · 34
493

= 2 � öåëîå.

Îòâåò: âñå òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè: 4, 66, 2.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
x2 + 24 = 6− x2.

Ðåøåíèå:

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò (ñ óñëîâèåì íåîòðèöà-
òåëüíîñòè ïðàâîé ÷àñòè):

√
x2 + 24 = 6− x2 ⇔

{√
x2 + 24 = (6− x2)2,

6− x2 > 0
⇔
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⇔

{
x4 − 13x2 + 12 = 0,

x2 6 6.

Ñäåëàåì ñòàíäàðòíóþ äëÿ áèêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ çàìåíó t =
x2: {

t2 − 13t+ 12 = 0,

t 6 6.

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè 1 è 12. Ó÷èòûâàÿ âòîðîå íåðàâåí-
ñòâî, ïîëó÷àåì t = 1. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé: x2 = 1 è
ïîëó÷èì îòâåò x = ±1.
Îòâåò: −1; 1.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå(
x− π

2

)2

|cosx+ sinx| = π2

4
(cosx+ sinx) .

Ðåøåíèå:

Ðàñêðîåì ìîäóëü |cosx+ sinx|.

a) cosx+sinx = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî âåð-
íîìó òîæäåñòâó 0 = 0. Íàéäåì âñå x, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ à):

cos
(
x− π

4

)
= 0⇔ x =

3π

4
+ πk, k ∈ Z.

á) cosx+ sinx > 0. Ñîêðàòèì íà cosx+ sinx > 0:(
x− π

2

)2

=
π2

4
.

Íàõîäèì êîðíè äàííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ: 0 è π. Óñëî-
âèþ á) óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïåðâûé êîðåíü. Çíà÷èò, x = 0.
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â) cosx+ sinx < 0. Ñîêðàòèì íà cosx+ sinx < 0:(
x− π

2

)2

= −π
2

4
.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèÿ íå èìååò êîðíåé.

Îòâåò:
{
0; 3π

4
+ πk, k ∈ Z

}
.

4. Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äåñÿòûé ÷ëåí áîëüøå ïÿòîãî
÷ëåíà íà 15 è áîëüøå âòîðîãî ÷ëåíà â 13 ðàç. Íàéäèòå ñóììó
âñåõ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñ ñîòîãî ÷ëåíà è çàêàí÷èâàÿ
äâóõñîòûì.

Ðåøåíèå:

Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè: an � n-é ÷ëåí ïðîãðåññèè, d � ðàçíîñòü ïðî-
ãðåññèè: {

a10 = a5 + 15,

a10 = 13a2

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû an = a1 + (n − 1)d íàéäåì ïåðâûé ÷ëåí è
ðàçíîñòü ïðîãðåññèè:{

a1 + 9d = a1 + 4d+ 15,

a1 + 9d = 13a1 + 13d
⇔

{
d = 3,

a1 = −1.

×òîáû íàéòè ñóììó ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè ñ ñîòîãî äî äâóõñîòîãî,
ïðîñóììèðóåì 101 ïîäðÿä èäóùèé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè:

S = a100 + a101 + · · ·+ a200 =
a100 + a200

2
· 101.

Íàéäåì íåîáõîäèìûå ÷ëåíû ïðîãðåññèè:

a100 = a1 + 99d = −1 + 99 · 3 = 296,
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a200 = a1 + 199d = −1 + 199 · 3 = 596.

Ïîëó÷èì îòâåò: S = 296+596
2
· 101 = 45046.

Îòâåò: 45046.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log7 x 6 5 + 2 log√x

(
1

7

)
.

Ðåøåíèå:

Ïðèâåäåì ëîãàðèôì ñïðàâà ê îñíîâàíèþ 7:

log√x

(
1

7

)
= logx1/2 7

−1 = −2 logx 7 = − 2

log7 x
.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = log7 x:

t 6 5− 4

t
⇔ t2 − 5t+ 4

t
6 0⇔ (t− 1)(t− 4)

t
6 0.

Ðåøèì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ: t ∈ (−∞, 0) ∪ [1, 4]. Äëÿ âîçâðàòà ê
èñêîìîé ïåðåìåííîé x, ïåðåïèøåì â âèäå íåðàâåíñòâ: t < 0,{

t > 1,

t 6 4

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé:

 log7 x < 0,{
log7 x > 1,

log7 x 6 4

⇔


{
x > 0,

x < 1,{
x > 7,

x 6 74.

Îòâåò: (0; 1) ∪ [7; 2401].
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6. Â âûïóêëîì øåñòèóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû 120◦ è ÷åòûðå
ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòîðîíû èìåþò äëèíû 2, 3, 3, 4. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü øåñòèóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:

A B

2

C

3

D

3

E

4

F
1

K

L

Ðèñ. 3: ê çàäà÷å �6

Îáîçíà÷èì âåðøèíû 6-óãîëüíèêà ÷åðåç A, B, C, D, E è F . Ïðè-
÷åì AB = 2, BC = CD = 3, DE = 4. Ïðîäîëæèì ïðÿìûå AB è
CD ïî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå K è ïðÿìûå AF è DE äî ïåðåñå÷åíèÿ
â òî÷êå L.

Òðåóãîëüíèê BCK � ðàâíîñòîðîííèé, òàê êàê ∠CBK =
∠BCK = 60◦. Çíà÷èò, BK = KC = CB = 3. Àíàëîãè÷íî, òðå-
óãîëüíèê LFE òîæå ðàâíîñòîðîííèé, LF = FE = EL.

Òàê êàê ∠A = ∠D = 120◦ è ∠K = ∠L = 60◦, òî AK||DL è
AL||KD, òî åñòü AKDL � ïàðàëëåëîãðàìì. Íàéäåì ñòîðîíó ïà-
ðàëëåëîãðàììà LD = AK = AB + BK = 2 + 3 = 5. Îòêóäà
EF = FL = LE = LD − ED = 5− 4 = 1.

41



2012 ãîä

Èç ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF
ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà AKDL çà âû÷åòîì ñóììû ïëî-
ùàäåé ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ BCK è FEL:

SABCDEF = SAKDL − SBCK − SFEL.

Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà

SAKDL = LD ·DK · sin∠LDK = 5 · 6 · sin 120◦ = 15
√
3

è ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ

SBCK = BC2 ·
√
3

4
=

9
√
3

4
,

SFEL = FE2 ·
√
3

4
=

√
3

4
.

Ïëîùàäü øåñòèóãîëüíèêà SABCDEF = 25
√

3
2

.

Îòâåò: 25
√

3
2
.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ

f(x) =
2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 1
.

Ðåøåíèå:

Íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a òàêèå, ÷òî óðàâíåíèå

2x2 + x+ 1

3x2 − x+ 1
= a

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü 3x2−x+1 � ýòî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì D = −11 < 0. Çíà÷èò, çíàìå-
íàòåëü íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, è óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî
ñëåäóþùåìó:

(2− 3a)x2 + (1 + a)x+ (1− a) = 0.
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

a) 2 − 3a = 0. Óðàâíåíèå áóäåò ëèíåéíûì. Çíà÷èò, ïðè a = 2
3
,

ðåøåíèå ñóùåñòâóåò: x = −1
5
.

á) 2− 3a 6= 0. Óðàâíåíèå áóäåò êâàäðàòíûì. Çíà÷èò, ïðè a 6= 2
3
,

ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèñêðèìè-
íàíò íåîòðèöàòåëåí:

(1 + a)2 − 4(2− 3a)(1− a) > 0⇔ 11a2 − 22a+ 7 6 0⇔

⇔ 1− 2

√
11

11
6 a 6 1 + 2

√
11

11
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî 2
3
ëåæèò â óêàçàííîì ìíîæå-

ñòâå íà îòðåçêå. Òîãäà ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ á) âî âòîðîì ñëó÷àå
îòâåòîì áóäåò:

a ∈

[
1− 2

√
11

11
,
2

3

)
∪

(
2

3
; 1 + 2

√
11

11

]
.

Îáúåäèíèì îòâåòû èç äâóõ ñëó÷àåâ: a ∈
[
1− 2

√
11

11
, 1 + 2

√
11

11

]
.

Îòâåò:
[
1− 2

√
11

11
; 1 + 2

√
11

11

]
.

8. Êóñîê ñûðà â ôîðìå ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû
SABCD (S � âåðøèíà ïèðàìèäû) ðàçðåçàëè îäíèì ïëîñêèì ðàç-
ðåçîì, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî AB è äåëèò ðåáðî SC â îò-
íîøåíèè 1 : 3, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû S. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìîâ
ïîëó÷åííûõ êóñêîâ ñûðà.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì: K � òî÷êà, êîòîðàÿ äåëèò SC â îòíîøåíèè 1 : 3,
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû S; L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ABK è
ðåáðà SD. Äîêàæåì, ÷òî ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç òî÷êó K è
ðåáðî AB � ýòî ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ABKL.
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A

B

M

D

C
N

O

S

L
K

P

H

Ðèñ. 4: ê çàäà÷å �8

×åòûðåõóãîëüíèê KLDC � ïëîñêèé. Çíà÷èò, ëèáî ïðÿìûå KL,
CD è AB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ëèáî � ïàðàëëåëüíû. Ïåð-
âûé âàðèàíò íåâîçìîæåí, òàê êàê â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå AB
ïàðàëëåëüíî CD. Çíà÷èò, KL ïàðàëëåëüíî CD è ABKL � òðà-
ïåöèÿ. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè ALD è BKC ðàâíû, òî ñå÷åíèå
ABKL � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, N � ñåðåäè-
íà îòðåçêà CD, P � ñåðåäèíà îòðåçêà KL, O � öåíòð êâàäðà-
òà ABCD. Ïîíÿòíî, ÷òî òî÷êè P è O áóäóò ëåæàòü â ïëîñêîñòè
SMN , à ïëîñêîñòè SMN è ABKL áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû (â ñè-
ëó ñèììåòðèè ïèðàìèäû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè SMN). Çíà÷èò,
ïåðïåíäèêóëÿð SH èç S íà ïëîñêîñòü ABKL òîæå áóäåò ëåæàòü
â ïëîñêîñòè SMN .

Çàïèøåì îòíîøåíèå îáúåìîâ ïèðàìèä SABCD è SABKL:

VSABKL
VSABCD

=
1
3
· SABKL · SH

1
3
· SABCD · SO

=
SABKL
SABCD

· SH
SO
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Îòìåòèì, ÷òî ABKL � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñ âûñîòîé MP
è ïëîùàäüþ SABKL = AB+KL

2
·MP , à ABCD � êâàäðàò ñ ïëîùà-

äüþ SABCD = AB ·MN .

Ïåðåïèøåì îòíîøåíèå îáúåìîâ:

VSABKL
VSABCD

=
1
2
(AB +KL) ·MP · SH

AB ·MN · SO
=
AB +KL

2AB
· MP · SH
MN · SO

.

N M

S

P

H

O

Ðèñ. 5: ê çàäà÷å �8

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

MP · SH = 2SSMP = SP · SM · sin∠NSM,

MN · SO = 2SSMN = SN · SM · sin∠NSM,

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

VSABKL
VSABCD

=
AB +KL

2AB
· SP
SN
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Îáîçíà÷èì äëèíó ñòîðîíû îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ÷åðåç a. Ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè SKL è SCD ïîäîáíû ñ êîýôôèöè-
åíòîì ïîäîáèÿ 1 : 4. Çíà÷èò, KL = a

4
è SP

SN
= 1

4
.

VSABKL
VSABCD

=
a+ a

4

2a
· 1
4
=

5

32

Îòêóäà ëåãêî íàéòè îòíîøåíèå, â êîòîðîì äåëèòñÿ îáúåì:

VABLKDC
VSABKL

=
27

5
.

Îòâåò: 27 : 5.
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2013 ãîä

1 âàðèàíò

1. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî(
3
√
9− 6
√
3
)3

·
(
9 + 5

√
3
)

ÿâëÿåòñÿ öåëûì è íàéäèòå ýòî öåëîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Óïðîñòèì âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû êóáà ðàçíîñòè:(
3
√
9− 6
√
3
)3

·
(
9 + 5

√
3
)
=

=
(
9− 3

3
√
92 6
√
3 + 3

3
√
9

6
√
32 −

√
3
)(

9 + 5
√
3
)
=

=
(
9− 3 · 3

3
2 + 3 · 3−

√
3
)(

9 + 5
√
3
)
= 2

(
9− 5

√
3
)(

9 + 5
√
3
)
=

= 2 · (81− 75) = 12.

Îòâåò: 12.

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

13 · |x+ 2| − 5

2 · |x+ 2|+ 1
< 4.

Ðåøåíèå:

Çàìåíà t = |x+ 2| > 0.

13t− 5

2t+ 1
< 4⇔ 5t− 9

2t+ 1
< 0.
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Ðåøàåì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ è ïîëó÷àåì ðåøåíèå t ∈
(
−1

2
; 9

5

)
. Ñ

ó÷åòîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé t ïîëó÷èì, ÷òî:

0 6 t <
9

5
⇔ |x+ 2| < 9

5
⇔ −9

5
< x+ 2 <

9

5
⇔ −19

5
< x < −1

5
.

Îòâåò:
(
−34

5
;−1

5

)
.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 + cos(π + 9x) = 5 sin
π − 9x

2
.

Ðåøåíèå:

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ, ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê ñëåäóþ-
ùåìó âèäó:

2− cos 9x = 5 cos
9x

2
.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

3− 2 cos2 9x

2
= 5 cos

9x

2
.

Ïîñëå çàìåíû t = cos 9x
2
∈ [−1; 1] ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2t2 + 5t− 3 = 0.

Èç äâóõ êîðíåé t = −3 è t = 1
2
ïåðâûé ÿâëÿåòñÿ ïîñòîðîííèì.

Çíà÷èò:

cos
9x

2
=

1

2
⇔ 9x

2
= ±π

3
+ 2πn, n ∈ Z⇔ x = ±2π

27
+

4πn

9
, n ∈ Z.

Îòâåò: ±2π
27

+ 4πn
9
, n ∈ Z.
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4. Â âîçðàñòàþùåé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðîèçâåäåíèå
ñåäüìîãî è âîñüìîãî ÷ëåíîâ íà 46 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå ïÿòî-
ãî è äåâÿòîãî ÷ëåíîâ, è íà 108 áîëüøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå òðåòüåãî
è äåñÿòîãî ÷ëåíîâ. ×åìó ðàâíà ñóììà ïåðâûõ 25 ÷ëåíîâ ýòîé ïðî-
ãðåññèè?

Ðåøåíèå:

Ïåðåïèøåì óñëîâèå çàäà÷è â ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè:{

a7 · a8 = 46 + a5 · a9,

a7 · a8 = 108 + a3 · a10

Âûðàæàÿ âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè ÷åðåç ðàçíîñòü ïðîãðåññèè è ïåð-
âûé ÷ëåí, ïîëó÷èì ñèñòåìó:{

(a1 + 6d)(a1 + 7d) = 46 + (a1 + 4d)(a1 + 8d),

(a1 + 6d)(a1 + 7d) = 108 + (a1 + 2d)(a1 + 9d)
⇔

⇔

{
a1d+ 10d2 = 46,

2a1d+ 24d2 = 108.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ óäâîåííîå ïåðâîå, ïîëó÷èì d2 = 4.
Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïðîãðåññèÿ âîçðàñòàþùàÿ, ïîëó÷èì d = 2 è,
ñîîòâåòñòâåííî, a1 = 3. Íàéäåì a25 = a1 + 24d = 51 è ñóììó
ïåðâûõ 25 ÷ëåíîâ:

S25 =
a1 + a25

2
· 25 =

3 + 51

2
· 25 = 675.

Îòâåò: 675.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

(18− 3x) · log2x−12
3
√
2 6 1.
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Ðåøåíèå:

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîãàðèôìîâ, ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó
íåðàâåíñòâó:

log2x−12 2
6−x 6 1.

a) 2x − 12 > 1 � çíàê íåðàâåíñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ñíÿòèè ëî-
ãàðèôìà. Ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:{

2x − 12 > 1,

26−x 6 2x − 12
⇔

{
2x > 13,
22x−12·2x−64

2x
> 0.

Ïðîèçâîäÿ çàìåíó t = 2x > 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó:{
t > 13,
(t−16)(t+4)

t
> 0,

ðåøåíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ: t > 16.
Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì: x > 4.

á) 0 < 2x − 12 < 1 � çíàê íåðàâåíñòâà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíûé ïðè ñíÿòèè ëîãàðèôìà. Ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðà-
âåíñòâ: {

0 < 2x − 12 < 1,

26−x > 2x − 12
⇔

{
12 < 2x < 13,
22x−12·2x−64

2x
6 0.

Ñíîâà ïðîèçâîäÿ çàìåíó t = 2x > 0, ïîëó÷èì ñèñòåìó:{
12 < t < 13,
(t−16)(t+4)

t
6 0,

ðåøåíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ: 12 < t <
13. Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷èì îòâåò âî
âòîðîì ñëó÷àå: log2 12 < x < log2 13.

50



Ðåøåíèÿ

Îòâåò: (log2 12; log2 13) ∪ [4; +∞).

6. Â òðàïåöèè ABCD äëèíà îñíîâàíèÿ AD ðàâíà 20, à äëèíà
áîêîâîé ñòîðîíû CD ðàâíà 10

√
3. ×åðåç òî÷êè A, B, C ïðîõîäèò

îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ îñíîâàíèå òðàïåöèè AD â òî÷êå F .
Óãîë AFB ðàâåí 60◦. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà BF .

Ðåøåíèå:

10
√
3

A D

C

F

B

60◦ 60◦

60◦

30◦

Ðèñ. 6: ê çàäà÷å �6

Òðàïåöèÿ ABCF � âïèñàííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàâíîáåäðåí-
íàÿ: BF = CA è ∠AFB = ∠CAF = 60◦. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ äëÿ
òðåóãîëüíèêà ACD:

CD

sin∠CAF
=

AD

sin∠ACD
⇔

⇔ sin∠ACD =
AD

CD
· sin∠CAF =

20

10
√
3
·
√
3

2
= 1.

Çíà÷èò, óãîë ACD � ïðÿìîé. Íàéäåì AC ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà
äëÿ òðåóãîëüíèêà ACD:

AC2 = AD2 − CD2 = 202 − (10
√
3)2 = 100.
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Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü BF = AC = 10.

Îòâåò: 10.

7. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë óìåíüøèëè íà 26. Ðå-
çóëüòàò ðàçäåëèëè íà ñóììó èñõîäíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ
îñòàòêîì. Â ÷àñòíîì ïîëó÷èëè 5, à â îñòàòêå 60. Íàéäèòå èñ-
õîäíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Ðåøåíèå:

Çàïèøåì ïî îïðåäåëåíèþ äåëåíèå ñ îñòàòêîì:

a · b− 26 = (a+ b) · 5 + 60, ãäå 60 < a+ b.

Ðàçëîæèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

ab− 5(a+ b) = 86⇔ (a− 5)(b− 5) = 111.

Ñïðàâà ñòîèò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çíà÷èò ñëåâà ïðîèçâåäåíèå
ëèáî äâóõ îòðèöàòåëüíûõ, ëèáî äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Â
ïåðâîì ñëó÷àå a < 5 è b < 5. Òîãäà èõ ñóììà íå ìîæåò áûòü
áîëüøå 60. Çíà÷èò (a−5) è (b−5)� ýòî äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ
111, êîòîðûå â ïðîèçâåäåíèè äàþò 111. Âàðèàíòû ðàçëîæåíèÿ:

111 = 1 · 111 = 3 · 37 = 37 · 3 = 111 · 1.

Èç îïèñàííûõ âàðèàíòîâ óñëîâèþ a+b > 60 óäîâëåòâîðÿþò òîëü-
êî ïåðâûé è ïîñëåäíèé, îòêóäà ëåãêî íàéòè îòâåòû.

Îòâåò: (116; 6); (6; 116).
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8. Êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé 3 ñì ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì äâóõ
ïèðàìèä MABCD è NABCD, ïðè÷åì MA è NC � âûñîòû ýòèõ
ïèðàìèä è òî÷êè M , N ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè
ABCD. Ñóììà äëèí âûñîò MA è NC ðàâíà 9 ñì, à îáúåì îá-
ùåé ÷àñòè ïèðàìèä ðàâåí 6 ñì3. Íàéäèòå îòíîøåíèå âûñîò MA
è NC.

Ðåøåíèå:

A
B

D

C

N M

O

H

Ðèñ. 7: ê çàäà÷å �8

Ïåðåñå÷åíèåì ïèðàìèäMABCD è NABCD ÿâëÿåòñÿ òîæå ïèðà-
ìèäà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ MC
è AN (âåðøèíà ïîëó÷åííîé ïèðàìèäû); H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè O íà ïëîñêîñòü ABCD.

Íàéäåì âûñîòó OH:

VABCDO =
1

3
· SABCD ·OH ⇔ 6 =

1

3
· 9 ·OH ⇔ OH = 2.
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x

9− x

y 3
√
2− yC A

N

M
O

H

2

Ðèñ. 8: ê çàäà÷å �8

Íàéäåì âûñîòû AM è CN . Îáîçíà÷èì AM = x, HC = y. Òî-
ãäà NC = 9− x è AH = 3

√
2− y. Äâå ïàðû òðåóãîëüíèêîâMAC,

OHC è NCA, OHA ïîäîáíû:

MA

OH
=
AC

HC
,

NC

OH
=
CA

HA
.

Èç äàííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ
íåèçâåñòíûìè x è y:{

x
2
= 3

√
2

y
,

9−x
2

= 3
√

2
3
√

2−y

⇔

{
xy = 6

√
2,

(9− x)(3
√
2− y) = 6

√
2,

⇔

⇔

{
xy = 6

√
2,

27
√
2− 3

√
2x− 9y + xy = 6

√
2
⇐

{
xy = 6

√
2,

y = 3
√
2−

√
2

3
x
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Ïîäñòàâèì y â ïåðâîå óðàâíåíèå è ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

x2 − 9x+ 18 = 0,

êîòîðîå èìååò êîðíè 6 è 3. Ñîîòâåòñòâåííî, èñêîìîå îòíîøåíèå
MA
NC

áóäåò ðàâíî ëèáî 1
2
, ëèáî 2.

Îòâåò:
{

1
2
; 2
}
.
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2014 ãîä

1 âàðèàíò

1. Ê êàêîìó öåëîìó ÷èñëó íàõîäèòñÿ áëèæå âñåãî íà ÷èñëîâîé
îñè ÷èñëî

5, 1 · 4, 2 + 11, 76

2, 3 · 2, 2− 2, 46
?

Ðåøåíèå:

Èìååì:

5, 1 · 4, 2 + 11, 76 = 21, 42 + 11, 76 = 33, 18,

2, 3 · 2, 2− 2, 46 = 5, 06− 2, 46 = 2, 6.

Ñëåäîâàòåëüíî,

5, 1 · 4, 2 + 11, 76

2, 3 · 2, 2− 2, 46
= 12, 7 . . .

ßñíî, ÷òî áëèæàéøèì öåëûì ÷èñëîì ê ïîëó÷åííîìó ÷èñëó áóäåò
13.

Îòâåò: 13.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

√
41− 6x− x2

3− x
= 1.

Ðåøåíèå:

Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:{√
41− 6x− x2 = 3− x,

3− x 6= 0,
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êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:{
41− 6x− x2 = (3− x)2,

3− x > 0.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó
óðàâíåíèþ x2 − 16 = 0 ñ êîðíÿìè x = ±4. Íåðàâåíñòâó â ñèñòåìå
óäîâëåòâîðÿåò ëèøü ìåíüøèé êîðåíü.

Îòâåò: −4.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

6 sin2 3x+ 2 cos2 6x = 5.

Ðåøåíèå:

Ïðèìåíÿÿ ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó:

3− 3 cos 6x+ 2 cos2 6x = 5.

Çàìåíà t = cos 6x ∈ [−1, 1] ïðåîáðàçóåò óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó

2t2 − 3t− 2 = 0

ñ êîðíÿìè −1
2
è 2. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîé êîðåíü íå ïîäõîäèò.

Ïîëó÷àåì:

cos 6x = −1

2
⇔ x = ±π

9
+
πn

3
, n ∈ Z.

Îòâåò: ±π
9
+ πn

3
, n ∈ Z.
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4. Äàíû àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, â êîòîðîé ðàçíîñòü îòëè÷-
íà îò 0, è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî 1-é, 2-é è 10-
é ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî,
ñî 2-ì, 5-ì è 8-ì ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Íàéäèòå
îòíîøåíèå ñóììû 8 ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ê
ñóììå 8 ïåðâûõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå:

Îñòàâàÿñü â ðàìêàõ ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé, ìû ìîæåì ïåðå-
ïèñàòü óñëîâèå çàäà÷è â âèäå ñèñòåìû:

a1 = b2,

a2 = b5,

a10 = b8,

d 6= 0.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå b2
5 = b2b8, âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ ëþáîé ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå
äëÿ äàííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

a1(a1 + 9d) = (a1 + d)2.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî d 6= 0, èìååì: d = 7a1.
Ñëåäîâàòåëüíî:

q3 =
b5

b2

=
a2

a1

=
8a1

a1

= 8,

òî åñòü q = 2.

Âûïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñóììû ïåðâûõ 8 ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷å-
ñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèé, ñîîòâåòñòâåííî:

SA
8 =

a1 + a8

2
· 8 =

2a1 + 7d

2
· 8 =

51a1

2
· 8 = 204a1,

SΓ
8 = b1

q8 − 1

q − 1
=
b2

q
· q

8 − 1

q − 1
=

255

2
a1.
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Îòñþäà íàõîäèì îòâåò íà çàäà÷ó:

SΓ
8

SA
8

=
255a1

2
· 1

204a1

=
5

8
.

Îòâåò: 5
8
.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

logx2

(
5x2 − 20

3
x− 32

3

)2

6 2.

Ðåøåíèå:

Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé:
15x2 − 20x− 32 6= 0,

x2 > 0,

x2 6= 1,

Òî åñòü x 6= 10±2
√

145
15

, x 6= 0, x 6= ±1. Çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü
íåðàâåíñòâà â âèäå ëîãàðèôìà:

logx2

(
5x2 − 20

3
x− 32

3

)2

6 logx2 x
4.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

à) x2 > 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó(
5x2 − 20

3
x− 32

3

)2

6 x4.

Ïåðåíåñåì ïðàâóþ ÷àñòü âëåâî è ðàñïèøåì ðàçíîñòü êâàä-
ðàòîâ: (

4x2 − 20

3
x− 32

3

)(
6x2 − 20

3
x− 32

3

)
6 0.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîñëå ðàçëîæåíèÿ êâàäðàòíûõ òðåõ-
÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

24

(
x− 8

3

)
(x+ 1)(x− 2)

(
x+

8

9

)
6 0.

Ðåøèì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

x ∈
[
−1;−8

9

]
∪
[
2;

8

3

]
.

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé x ∈ (−∞;−1) ∪ (1;+∞) è îáëàñòè

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ó÷òåì, ÷òî ÷èñëî 10+2
√

145
15

ëåæèò â
èíòåðâàëå

[
2, 8

3

]
), ïîëó÷èì îòâåò â ñëó÷àå à):

x ∈

[
2;

10 + 2
√
145

15

)
∪

(
10 + 2

√
145

15
;
8

3

]
.

á) 0 < x2 < 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó(
5x2 − 20

3
x− 32

3

)2

> x4,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî

24

(
x− 8

3

)
(x+ 1)(x− 2)

(
x+

8

9

)
> 0.

Ðåøèì ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

x ∈ (−∞;−1] ∪
[
−8

9
; 2

]
∪
[
8

3
;+∞

)
.

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé x ∈ (−1; 0)∪ (0; 1) è îáëàñòè äîïóñòè-
ìûõ çíà÷åíèé (ó÷òåì, ÷òî ÷èñëî 10−2

√
145

15
íå ëåæèò â èíòåð-

âàëå
[
−8

9
; 0
)
), ïîëó÷èì îòâåò â ñëó÷àå á):

x ∈
[
−8

9
; 0

)
∪ (0; 1).
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Îòâåò:
[
−8

9
; 0
)
∪ (0; 1) ∪

[
2; 10+2

√
145

15

)
∪
(

10+2
√

145
15

; 22
3

]
.

6. Âûñîòà AH è áèññåêòðèñà BL â òðåóãîëüíèêå ABC ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå K. Ïðè ýòîì AK = 4, KH = 2, BL = 11. Íàéäèòå
äëèíó ñòîðîíû BC.

Ðåøåíèå:

A

H

4

2

B

L

C

K

Ðèñ. 9: ê çàäà÷å �6

ßñíî, ÷òî óãîë ∠ABC è óãîë ∠ACB � îñòðûå, èíà÷å áèññåê-
òðèñà íå ïåðåñåêàëà áû âûñîòó, íàõîäÿùóþñÿ âíå òðåóãîëüíèêà.
Ñîãëàñíî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà èìååì:

cos∠ABH =
BH

AB
=
KH

AK
=

1

2
,

îòêóäà ∠ABH = 60◦. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠ABC = 60◦.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABH, íàõîäèì AB = AH
sin 60◦

=

4
√
3.

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó äëèíû áèññåêòðèñû

lb =
2ac cos β

2

a+ c
âñå èçâåñòíûå ïàðàìåòðû

11 =
2 · 4
√
3 ·BC ·

√
3

2

4
√
3 +BC

=
12 ·BC

4
√
3 +BC
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Îòêóäà ëåãêî íàéòè BC = 44
√
3.

Îòâåò: 44
√
3.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

a
(
x2 + x−2

)
− (a+ 1)

(
x+ x−1

)
+ 5 = 0

íå èìååò ðåøåíèé.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì çàìåíó: t = x+ 1
x
. Óðàâíåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

at2 − (a+ 1)t+ (5− 2a) = 0.

Ïîñêîëüêó êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2−tx+1 = 0 ðàçðåøèìî òîãäà,
è òîëüêî òîãäà, êîãäà D = t2 − 4 > 0, òî t ∈ (−∞;−2] ∪ [2; +∞).
Çíà÷èò, îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè t(x) = x + 1

x
ÿâëÿåòñÿ ìíî-

æåñòâî (−∞;−2] ∪ [2; +∞).

Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ f(t) = at2−(a+1)t+(5−2a). Ðàâíîñèëüíóþ
çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå at2− (a+1)t+(5− 2a) = 0 íå èìååò
ðåøåíèé íà ìíîæåñòâå (−∞;−2] ∪ [2; +∞).

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

à) a < 0 � âåòâè ïàðàáîëû f(t) = at2 − (a + 1)t + (5 − 2a)
íàïðàâëåíû âíèç.

á) a = 0 � ôóíêöèÿ f(t) = −t+ 5 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.

â) a > 0 � âåòâè ïàðàáîëû f(t) = at2 − (a + 1)t + (5 − 2a)
íàïðàâëåíû ââåðõ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå íà èíòåðâàëå óðàâíåíèå f(t) = 0 îáÿçàòåëüíî
èìååò êîðåíü [2; +∞), ïîñêîëüêó f(2) = 4a− 2(a+1)+ (5− 2a) =
3 > 0 è âåòâè íàïðàâëåíû âíèç. Âî âòîðîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííûé êîðåíü t = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ a 6 0 òîæå
íå óäîâëåòâîðÿþò íàøåìó óñëîâèþ. Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé:
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1) Óðàâíåíèå f(t) = 0 íå èìååò êîðíåé. Çíà÷èò, äèñêðèìèíàíò
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ f(t) = 0 îòðèöàòåëåí:

(a+ 1)2 − 4a(5− 2a) < 0⇔ 9a2 − 18a+ 1 < 0⇔

⇔ a ∈

(
1− 2

√
2

3
; 1 +

2
√
2

3

)
.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èíòåðâàë öåëèêîì âëîæåí âî ìíîæåñòâî
a > 0.

2) Âñå êîðíè óðàâíåíèÿ f(t) = 0 ëåæàò â èíòåðâàëå (−2; 2). Ýòî
âåðíî, ïðè âûïîëíåíèè òðåõ óñëîâèé:

- äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ f(t) = 0 íåîòðè-
öàòåëåí;

- âåðøèíà ïàðàáîëû ëåæèò íà èíòåðâàëå (−2; 2);
- f(t) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íà êðàÿõ èí-
òåðâàëà.

Ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó:

a > 0,

(a+ 1)2 − 4a(5− 2a) > 0,

−2 < a+1
2a

< 2,

4a− 2(a+ 1) + (5− 2a) > 0,

4a+ 2(a+ 1) + (5− 2a) > 0

⇔

⇔

{
a ∈

(
−∞; 1− 2

√
2

3

]
∪
[
1 + 2

√
2

3
; +∞

)
,

a > 1
3

⇔

⇔ a ∈

[
1 +

2
√
2

3
;+∞

)
.
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Îáúåäèíÿÿ îòâåòû ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àåâ, ïîëó÷èì, ÷òî êîðíåé

ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íå áóäåò ïðè a ∈
(
1− 2

√
2

3
; +∞

)
.

Îòâåò:
(
1− 2

√
2

3
; +∞

)
.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñóììû òðåõ ïëîñêèõ óãëîâ
ïðè êàæäîé èç âåðøèí B è C ðàâíû 180◦ è AD = BC. Äëèíà âû-
ñîòû ïèðàìèäû, îïóùåííîé èç âåðøèíû A, ðàâíà 40 ñì. Íàéäèòå
ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â ýòó ïèðàìèäó.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì ïëîñêóþ ðàçâåðòêó EFGABC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû
â âåðøèíàõ B è C, ãäå ãðàíü DAB ñîîòâåòñòâóåò òðåóãîëüíèêó
FAB, ãðàíüDBC �GBC, ãðàíüDAC � EAC. Ðàâíûå îòðåçêè (â
òîì ÷èñëå, ñîãëàñíî óñëîâèþ) íà ðèñóíêå îòìå÷åíû îäèíàêîâûìè
çàñå÷êàìè.

F

G

E

B C

A

Ðèñ. 10: ê çàäà÷å �8

Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà EF . Äåéñòâèòåëüíî, îòðåçîê BC
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ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà EFG, çíà÷èò EF = 2BC.
Â òîæå âðåìÿ EA = AF = BC. Òî åñòü â íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíè-
êà EF 6 EA+AF äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, ÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî
åñëè A ëåæèò íà EF .

F

G

EA

B C

Ðèñ. 11: ê çàäà÷å �8

Çíà÷èò, ABC � òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ñðåäíèìè ëèíèÿìè
òðåóãîëüíèêà EFG. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ABF , CGB,
ECA è BAC ðàâíû. Òî åñòü âñå ãðàíè ïèðàìèäû ðàâíû ìåæäó
ñîáîé.

Ïóñòü V � îáúåì ïèðàìèäû, h � äëèíà âûñîòû ïèðàìèäû, îïó-
ùåííîé èç âåðøèíû A, à r � ðàäèóñ âïèñàííîãî â ïèðàìèäó øàðà.
Ïîñêîëüêó âñå ãðàíè ïèðàìèäû ðàâíû, èìååì:

V =
1

3
· SABC · h,

V =
1

3
· (SABC + SDAB + SDBC + SDAC) · r =

4

3
· SABC · r.

Èíûìè ñëîâàìè, r = 1
4
h = 10.

Îòâåò: 10 ñì.
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2015 ãîä

1 âàðèàíò

1. Êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå è ïî÷åìó: 4,5 èëè
√

21
8
+ 17

6
?

Ðåøåíèå:

9

2
− 17

6
∨
√

21

8
⇔ 5

3
∨
√

21

8

Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè:

25

9
∨ 21

8
⇔ 25 · 8 ∨ 21 · 9⇔ 200 ∨ 189

×èñëî ñëåâà áîëüøå.

Îòâåò: 4,5.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

(x2 − 8x+ 16)(x2 − 8x+ 18)− 24 = 0.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì çàìåíó:

t = (x− 4)2 = x2 − 8x+ 16 > 0.

Òîãäà óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê êâàäðàòíîìó

t2 + 2t− 24 = 0

ñ êîðíÿìè t = 4 è t = −6. Âòîðîé êîðåíü ïîñòîðîííèé (t > 0).
Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ:

(x− 4)2 = 4⇔

[
x = 2,

x = 6.

Îòâåò: 2; 6.
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3. Ðåøèòå óðàâíåíèå
√
24 cosx =

√
11 cosx− cos 2x.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì çàìåíó:
cosx = y ∈ [−1; 1].

Èìååì óðàâíåíèå ñ ðàäèêàëàìè:
√
24y =

√
11y − (2y2 − 1).

Ïîñêîëüêó ñïðàâà ñòîèò íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ñ ó÷åòîì y >
0 ìîæíî âîçâåñòè óðàâíåíèå â êâàäðàò:

24y2 = 11y − (2y2 − 1)⇔ 26y2 − 11y − 1 = 0

Ïîëó÷åííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè y = 1
2
è y = − 1

13
,

èç êîòîðûõ âòîðîé ïîñòîðîííèé, òàê êàê y > 0. Âîçâðàùàåìñÿ ê
èñõîäíîé ïåðåìåííîé:

cosx =
1

2
⇔ x = ±π

3
+ 2πn, n ∈ Z

Îòâåò: ±π
3
+ 2πn, n ∈ Z.

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
y2 + 2xy = 40x,

16x2 + 8xy = 5y.

Ðåøåíèå:

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé:{
y(2x+ y) = 40x,

8x(2x+ y) = 5y.
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Åñëè x = 0, òî y = 0. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Åñëè x 6= 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y 6= 0 è 2x+y 6= 0. Ðàçäåëèì
ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå:

y

8x
=

8x

y
⇒ (y − 8x)(y + 8x) = 0⇒

[
y = 8x,

y = −8x.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 8x â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
80x2 = 40x. Îòêóäà ëåãêî íàéòè ðåøåíèå x = 1

2
, y = 4. Ïîä-

ñòàâëÿÿ y = −8x, ïîëó÷èì: −48x2 = −40x. Îòêóäà ëåãêî íàéòè
ðåøåíèå x = 5

6
, y = −20

3
.

Îòâåò: (0; 0);
(

1
2
; 4
)
;
(

5
6
;−62

3

)
.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

log25

(
7− x

2

)
log125(22− x)

6
3

4
.

Ðåøåíèå:

Âûïèøåì îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé:
7− x

2
> 0,

22− x > 0,

22− x 6= 1

⇔ x ∈ (−∞; 14).

Ïðèâåäåì ëîãàðèôìû ê îñíîâàíèþ 5:

1
2
log5

(
7− x

2

)
1
3
log5(22− x)

6
3

4
⇔

log5

(
7− x

2

)
log5(22− x)

6
1

2
.

C ó÷åòîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì, ÷òî çíàìåíàòåëü âñå-
ãäà ñòðîãî ïîëîæèòåëåí, òàê êàê ïðè x < 14 âåðíî:

log5(22− x) > log5(22− 14) = log5 8 > 0.

68



Ðåøåíèÿ

Çíà÷èò, ìîæíî äîìíîæèòü íåðàâåíñòâî íà ïîëîæèòåëüíûé çíà-
ìåíàòåëü:

2 log5

(
7− x

2

)
6 log5 (22− x) .

Âíåñåì ìíîæèòåëü 2 â ëîãàðèôì êàê ñòåïåíü è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
îñíîâàíèå ëîãàðèôìîâ áîëüøå 1, ïîëó÷èì:(

7− x

2

)2

6 22− x⇔

{
x2 − 24x+ 108 6 0,

22− x > 0
⇔ x ∈ [6; 18]

Ñ ó÷åòîì îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü-
íûé îòâåò: x ∈ [6; 14)

Îòâåò: [6; 14).

6. Â òðåóãîëüíèêå äëèíû äâóõ ñòîðîí ðàâíû 4 è 5, à äëèíà áèñ-
ñåêòðèñû óãëà ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè ðàâíà 20

9
. Íàéäèòå ïëî-

ùàäü ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå:

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó äëèíû áèññåêòðèñû

lb =
2ab cos γ

2

a+ b

âñå èçâåñòíûå ïàðàìåòðû

20

9
=

2 · 4 · 5 · cos γ
2

4 + 5
⇔ cos

γ

2
=

1

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ ∈ (0; 180◦), ïîëó÷àåì γ = 120◦.

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà:

S =
1

2
ab sin γ =

1

2
· 4 · 5 · sin 120◦ = 5

√
3.

Îòâåò: 5
√
3.
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7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(x+ 1)4 − (a+ 3)(x2 + 2x) + a2 + 3a+ 1 = 0

èìååò 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåñ-
ñèþ.

Ðåøåíèå:

Ïîñëå çàìåíû t = (x+ 1)2 > 0 óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

t2 − (a+ 3)t+ (a2 + 4a+ 4) = 0.

Êàæäûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü t > 0 äàííîãî óðàâíåíèÿ äàåò
äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êàæäûé îòðèöà-
òåëüíûé êîðåíü t < 0 íå äàåò êîðíåé x, à íóëåâîé êîðåíü t = 0
äàåò òîëüêî îäèí êîðåíü x = 0.

×òîáû èñõîäíîå óðàâíåíèå èìåëî 4 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå t2−(a+3)t+(a2+4a+4) = 0 èìå-
ëî äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ t1 è t2. Çíàê êîðíåé îïðåäåëÿåòñÿ
òåîðåìîé Âèåòà, à ñóùåñòâîâàíèå êîðíåé óñëîâèåì D > 0:

a+ 3 > 0,

(a+ 2)2 > 0,

(a+ 3)2 − 4(a+ 2)2 > 0

⇔ a ∈
(
−7

3
;−2

)
∪ (−2;−1)

Ñ÷èòàåì, ÷òî t1 > t2. Êîðíè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, âûïèñàííûå â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:

−1−
√
t1 < −1−

√
t2 < −1 +

√
t2 < −1 +

√
t1.

Äàííûå êîðíè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ òîãäà, è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîñåäíèå êîðíè îòëè÷àþòñÿ íà îäíó è òó æå
âåëè÷èíó:

(−
√
t2)− (−

√
t1) =

√
t2 − (−

√
t2) =

√
t1 −
√
t2.
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòû óñëîâèþ
√
t1 = 3

√
t2, òî åñòü t1 =

9t2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà:

{
10t2 = a+ 3,

9t22 = (a+ 2)2
⇒ 9

100
(a+ 3)2 = (a+ 2)2 ⇒

 a = −11

7
,

a = −29

13
.

Îáà ïàðàìåòðà a ïîäõîäÿò, òàê êàê ëåæàò âî ìíîæåñòâå(
−7

3
;−2

)
∪ (−2;−1).

Îòâåò: −2 3
13
; −14

7
.

8. Â ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäå ñ âåðøèíîé S è îñíî-
âàíèåì ABCDEF ïëîùàäü ñå÷åíèÿ SAC îòíîñèòñÿ ê ïëîùàäè
áîêîâîé ãðàíè SAB êàê

√
51 :
√
19. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 3.

Íàéòè îáúåì äàííîé øåñòèóãîëüíîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå:

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: M � ñåðåäèíà îòðåçêà AB; N � ñåðåäèíà
îòðåçêà AC; O � öåíòð îñíîâàíèÿ (h = SO � âûñîòà ïèðàìèäû).

Íàéäåì ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû, êîòîðîå îáðàçóåò ïðà-
âèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF :

SABCDEF = 6 · SOAB =
a2 · 3

√
3

2
=

27
√
3

2
.

Èç øåñòèóãîëüíèêà ABCDEF íåñëîæíî íàéòè OM = 3
√

3
2

è
ON = 3

2
. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-

íèêîâ SON è SOM :

SN =

√
h2 +

9

4
,
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A

C

E

O

B

D

F

S

N M

Ðèñ. 12: ê çàäà÷å �8

SM =

√
h2 +

27

4
.

Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ SAB è SAC:

SSAB =
1

2
· AB · SM =

3

2

√
h2 +

27

4
,

SSAC =
1

2
· AC · SN =

3
√
3

2

√
h2 +

9

4
.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ çàäà÷è:

3
√

3
2

√
h2 + 9

4

3
2

√
h2 + 27

4

=

√
51√
19
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Íàéäåì âûñîòó ïèðàìèäû:

h2 + 9
4

h2 + 27
4

=
17

19
⇒ h2 = 36⇒ h = 6.

Îáúåì ïèðàìèäû:

VSABCDEF =
1

3
· SABCDEF · h =

1

3
· 27
√
3

2
· 6 = 27

√
3.

Îòâåò: 27
√
3.
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2016 ãîä

1 âàðèàíò

1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

7x2 + 6x+ 7 = 2
√
10 · (x2 − 1)?

Ðåøåíèå:

Çàïèøåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå â ñòàíäàðòíîì âèäå:

(7− 2
√
10)x2 + 6x+ (7 + 2

√
10) = 0.

Âû÷èñëèì äèñêðèìèíàíò: D = 36 − 4(7 − 2
√
10)(7 + 2

√
10) =

36− 36 = 0.

Îòâåò: 1 êîðåíü.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x− y = 5,

x3 − y3 = 335.
.

Ðåøåíèå:

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè âòîðîå óðàâíåíèå: (x−y)(x2+y2+xy) =
5·67. Òàê êàê x−y = 5, òî ïîëó÷àåì, ÷òî x2+y2+xy = 67. Âûäåëèì
ïîëíûé êâàäðàò è ïîäñòàâèì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå: (x−y)2+3xy =
67⇔ xy = 14. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó:{

x− y = 5,

xy = 14.

Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ x = y + 5 è ïîäñòàâëÿÿ âî
âòîðîå, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (y+5)y = 67 ñ ðåøåíèÿìè
y = 2 è y = −7. Ñîîòâåòñòâóþùèå x ðàâíûå 7 è −2.
Îòâåò: (7; 2); (−2;−7).
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3. Äàíà êâàäðàòíàÿ òàáëèöà 10 × 10 êëåòîê (10 ñòðîê, 10 ñòîëá-
öîâ). Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû ñòîèò ÷èñëî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè
ïåðåõîäå èç ëþáîé êëåòêè â ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó, ðàñïîëîæåí-
íóþ íèæå, ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 4, à ïðè ïåðåõîäå èç ëþáîé
êëåòêè â ñîñåäíþþ ñ íåé êëåòêó ñïðàâà ÷èñëî óìåíüøàåòñÿ íà
1. Ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå ðàâíà 250. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â
ñàìîé ëåâîé êëåòêå íèæíåãî ðÿäà?

Ðåøåíèå:

Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè ñíèçó ââåðõ îò 1 äî 10. Ðàññìîòðèì âñå ÷èñ-
ëà, çàïèñàííûå â k-é ñòðîêå. Îíè îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðî-
ãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ (-1) (ñëåâà íàïðàâî). Åñëè ïåðâîå ÷èñëî â
ñòðîêå ðàâíî ak, òî ïîñëåäíåå ÷èñëî ðàâíî ak − 9.

a10 a10 − 1 ... a10 − 8 a10 − 9
a9 a9 − 1 ... a9 − 8 a9 − 9
... ... ... ... ...
ak ak − 1 ... ak − 8 ak − 9
... ... ... ... ...
a2 a2 − 1 ... a2 − 8 a2 − 9
a1 a1 − 1 ... a1 − 8 a1 − 9

Ëåãêî íàéòè ñóììó âñåõ ÷èñåë â k-é ñòðîêå:

Sk =
ak + (ak − 9)

2
· 10 = 10ak − 45.

Åñëè ñëîæèòü âñå ñóììû ñòðîê Sk, òî ïîëó÷èì ñóììó âñåõ ÷èñåë
â òàáëèöå:

S = S1 + S2 + ...+ S10 =

= (10a1−45)+(10a2−45)+...+(10a10−45) = 10(a1+a2+...+a10)−450.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà a1, a2, ..., a10, çàïèñàííûå â ïåðâîì ñòîëáöå,
îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíîñòüþ (−4) (ñíèçó
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ââåðõ). Ïîýòîìó ÷èñëî â âåðõíåé ñòðîêå: a10 = a1 − 9 · 4 = a1 − 36.
À ñóììó âñåõ ÷èñåë â ëåâîì ñòîëáöå ìîæíî íàéòè êàê ñóììó
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

a1 + a2 + ...+ a10 =
a1 + a10

2
· 10 = 10(a1 − 18).

Çíà÷èò, ñóììà âñåõ ÷èñåë òàáëèöû ðàâíà S = 100(a1 − 18)− 450.
Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî S = 250, íåñëîæíî íàéòè a1 = 25.

Îòâåò: 25.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî√
7 + 2logx 5 > 1 + 4logx

√
5.

Ðåøåíèå:

Çàìåíà t = logx 5. Âûðàæåíèå ñïðàâà: 4logx
√

5 = 4
t
2 = 2t. Ïðè

ïîäñòàíîâêå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:
√
7 + 2t > 1 + 2t.

Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó: a = 2t > 0. Ýòî ïðèâîäèò ê ñòàíäàðò-
íîìó íåðàâåíñòâó ñ ðàäèêàëàìè:

√
7 + a > 1 + a.

Òàê êàê a > 0, òî ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà ïîëîæèòåëüíà. Âîçâåäåì
îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà â êâàäðàò:

7 + a > 1 + 2a+ a2 ⇔ a2 + a− 6 6 0.

Äàííîå êâàäðàòè÷íîå íåðàâåíñòâî èìååò ðåøåíèå a ∈ [−3, 2]. Âåð-
íåìñÿ ê ïåðåìåííîé t: {

2t > −3,
2t 6 2
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Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âñåãäà âåðíî. Ñîîòâåòñòâåííî, äàííàÿ ñèñòå-
ìà ýêâèâàëåíòíà íåðàâåíñòâó t 6 1. Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííîé x:

logx 5 6 1⇔ logx 5 6 logx x

Åñëè 0 < x < 1, òî ïðè ñíÿòèè ëîãàðèôìîâ çíàê ìåíÿåòñÿ íà
ïðîòèâîïîëîæíûé: 5 > x. Îòâåòîì áóäåò èíòåðâàë x ∈ (0, 1).

Åñëè æå x > 1, òî ïðè ñíÿòèè ëîãàðèôìîâ çíàê îñòàåòñÿ: 5 6 x.
Îòâåòîì áóäåò ïîëóèíòåðâàë x ∈ [5,+∞).

Îòâåò: (0; 1) ∪ [5; +∞).

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

tg 2x = 9 sin2 x+ 4 sinx cosx− 3 cos2 x.

Ðåøåíèå:

Çàïèøåì ñèíóñ äâîéíîãî óãëà (2 sinx cosx = sin 2x):

tg 2x = 9 sin2 x+ 2 sin 2x− 3 cos2 x.

Âûðàçèì òàíãåíñ (sin 2x = tg 2x cos 2x) è ñãðóïïèðóåì âûðàæå-
íèÿ:

tg 2x = 9 sin2 x+ 2 tg 2x cos 2x− 3 cos2 x

tg 2x(1− 2 cos 2x) = 3(3 sin2 x− cos2 x).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ïîíèæåíèÿ âûðàçèì ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç
cos 2x:

3 sin2 x− cos2 x =
3

2
(1− cos 2x)− 1

2
(1 + cos 2x) = 1− 2 cos 2x

Ðàçëîæèì íà ìíîæèòåëè:

tg 2x(1− 2 cos 2x) = 3(1− 2 cos 2x)
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(tg 2x− 3)(1− 2 cos 2x) = 0.

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ïåðâûé ìíîæèòåëü:

tg 2x = 3⇔ 2x = arctg 3 + πk, k ∈ Z⇔ x =
1

2
arctg 3 +

πk

2
, k ∈ Z.

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ âòîðîé ìíîæèòåëü:

cos 2x =
1

2
⇔ 2x = ±π

3
+ 2πn, n ∈ Z⇔ x = ±π

6
+ πn, n ∈ Z.

Îòâåò: ±π
6
+ πn, n ∈ Z; 1

2
arctg 3 + πk

2
, k ∈ Z.

6. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ñòîðîíà AD â
√

19
4
ðàç äëèííåå

ñòîðîíû BC è AB = CD = 2. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB (çà òî÷êó
B) è DC (çà òî÷êó C) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ïðè ýòîì BK = 1,
CK = 2. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ∠AKD = α. Âûïèøåì òåîðåìó êîñèíóñîâ äëÿ òðå-
óãîëüíèêîâ AKD è BKC:

AD2 = AK2 +KD2 − 2 · AK ·KD · cosα = 25− 24 cosα

BC2 = BK2 +KC2 − 2 ·BK ·KC · cosα = 5− 4 cosα

Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå AD2

BC2 = 19
4
ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ

äëÿ AD2 è BC2:

25− 24 cosα

5− 4 cosα
=

19

4
⇔ 100− 96 cosα = 95− 76 cosα⇔ cosα =

1

4
.

Äàëåå ïî îñíîâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâî ëåãêî íàéòè
sinα =

√
15
4

è ïëîùàäü ABCD êàê ðàçíîñòü ïëîùàäåé òðåóãîëü-
íèêîâ AKD è BKC:

SABCD = SAKD − SBKC =
1

2
AK ·KD · sinα− 1

2
BK ·KC · sinα =
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1
2

2
2

A

B

D

C

K

Ðèñ. 13: ê çàäà÷å �6

=
sinα

2
(AK ·KD −BK ·KC) = 5

√
15

4
.

Îòâåò: 5
√

15
4
.

7. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

cos
(10x− 48)π

3x+ 5
= 1.

Ðåøåíèå:

(10x− 48)π

3x+ 5
= 2πn, n ∈ Z

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

5x− 24 = n(3x+ 5)⇔ 3nx+ 5n− 5x+ 24 = 0.

79



2016 ãîä

Òåõíèêà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äàííîãî òèïà ñòàíäàðòíà: ðàçëîæèì
ëåâóþ ÷àñòü íà äâà ìíîæèòåëÿ òàê, ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè áûëî
íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò n è x.

n(3x+ 5)− 5x+ 24 = 0.

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, äî-
ìíîæèì âñ¼ óðàâíåíèå íà 3:

3n(3x+ 5)− 5 · 3x+ 72 = 0⇔ 3n(3x+ 5)− 5(3x+ 5) + 97 = 0⇔

⇔ (3n− 5)(3x+ 5) = −97.

×èñëî 97 � ïðîñòîå (äåëèòñÿ òîëüêî íà ñåáÿ è íà 1). Ïîýòîìó
ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíî (−97) òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ýòî îäíà èç ïàð ÷èñåë (97,−1), (1,−97), (−1, 97) èëè (−97, 1).
Ïîäñòàâëÿÿ êàæäóþ èç ýòèõ ïàð, ïîëó÷èì ñèñòåìû:{
3n− 5 = 97,

3x+ 5 = −1
⇔

{
n = 34,

x = −2

{
3n− 5 = 1,

3x+ 5 = −97
⇔

{
n = 2,

x = −34{
3n− 5 = −1,
3x+ 5 = 97

⇔ ∅

{
3n− 5 = −97,
3x+ 5 = 1

⇔ ∅

Îòâåò: −34;−2.

8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà
â 3 ðàçà êîðî÷å âûñîòû è ðàâåí 7 +

√
21. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà,

êîòîðûé êàñàåòñÿ âñåõ ðåáåð ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå:
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A
B

C

MH

S

O

K

Îáîçíà÷èì r è O � ðàäèóñ è öåíòð øàðà, êàñàþùåãîñÿ âñåõ ãðà-
íåé, R è Q � ðàäèóñ è öåíòð øàðà, êàñàþùåãîñÿ âñåõ ðåáåð.
Ïðîâåäåì âûñîòó ïèðàìèäû SH. Â ñèëó ñèììåòðèè (ïî óñëîâèþ
ïèðàìèäà � ïðàâèëüíàÿ) öåíòðû O è Q ëåæàò íà SH. Òàêæå
èçâåñòíî, ÷òî SH = 3r è SO = 2r.

Âûðàçèì âñå ñòîðîíû ïèðàìèäû ÷åðåç r. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:M
� ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, K � òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîãî øàðà ñ
ïëîñêîñòüþ SBC. Ïëîñêîñòü ASM ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè
SBC. Ñëåäîâàòåëüíî, K ëåæèò íà SM .

Èçâåñòíî, ÷òî OK
OS

= r
2r

= 1
2
. Çíà÷èò, óãîë ∠OSK = 30◦, SK =√

3 · r. Òàê êàê òðåóãîëüíèêè SOK è SMH � ïîäîáíû (∠K =
∠H = 90◦, ∠S � îáùèé), òî âåðíî:

HM =
√
3 · r,MS = 2

√
3 · r.

Èç ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC ëåãêî ïîëó÷èòü:

AM = 3
√
3r, AH = 2

√
3r, CM = 3r.
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Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà MSC ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà
ìîæíî íàéòè SC =

√
21r. Ñîîòâåòñòâåííî:

SA = SB = SC =
√
21r.

Ïåðåéäåì ê íàõîæäåíèþ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó R è r. Îáîçíà÷èì
÷åðåç L � òî÷êó êàñàíèÿ øàðà ñ öåíòðîì Q è ðàäèóñà R ðåáðà
AS.

A MH

S

√
21r

2
√
3r

Q

L

R

R

√
3r2

√
3r

Ðèñ. 14: ê çàäà÷å �8

Òðåóãîëüíèêè ASH è QSL ïîäîáíû:

SQ =
LQ

HA
· SA =

R

2
√
3 · r
√
21 · r =

√
7

2
·R.

Ñîîòâåòñòâåííî:

QH = SH − SQ = 3r −
√
7

2
·R.
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×òîáû íàéòè ÿâíóþ ñâÿçü ìåæäó R è r, âûïèøåì òåîðåìó Ïèôà-
ãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà QHM :

R2 =
(√

3 · r
)2

+

(
3r −

√
7

2
·R

)2

⇔

⇔ 0 = 12r2 − 3
√
7 · rR +

3

4
R2

Ïîäåëèì óðàâíåíèå íà r2 è îáîçíà÷èì t = R
r
:

3t2 − 12
√
7t+ 48 = 0.

Äèñêðèìèíàíò êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:D = 122 ·7−4·3·48 = 62 ·3.
Çíà÷èò:

t = 2(
√
7±
√
3).

Áîëüøèé êîðåíü ïîñòîðîííèé, òàê êàê èç òðåóãîëüíèêà SHM ïî-
ëó÷àåì, ÷òî:

QM < SM ⇔ R < 2
√
3r ⇔ t < 2

√
3.

Äëÿ ìåíüøåãî êîðíÿ íåñëîæíî íàéòè îòâåò:

R = 2(
√
7−
√
3)r = 2(

√
7−
√
3)(7 +

√
21) = 8

√
7.

Îòâåò: 8
√
7.
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1 âàðèàíò

1. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, êîòîðûå ëåæàò ìåæäó ÷èñëàìè
√
3 ·√

85 è 14−1,7
3−2,3

.

Ðåøåíèå:

Îöåíèì ïåðâîå ÷èñëî:
√
3 ·
√
85 =

√
255 ∈ (15, 16)

Îöåíèì âòîðîå ÷èñëî:

14− 1,7

3− 2,3
=

12,3

0,7
=

123

7
= 17

4

7
∈ (17, 18).

Îòâåò: 16; 17.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 − 14x+ 48| = 14x− 42− x2.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì çàìåíó âûðàæåíèÿ ïîä ìîäóëåì t = x2− 14x+48. Òîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæàåòñÿ êàê 6− (x2 − 14x+ 48) = 6− t:

|t| = 6− t.

Ðàñêðîåì ìîäóëü. Â ñëó÷àå t > 0:

t = 6− t

t = 3

Ïðè âîçâðàòå ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé x ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå
óðàâíåíèå x2 − 14x+ 45 = 0. Êîðíè: x = 5 è x = 9.

Â ñëó÷àå t < 0:
−t = 6− t
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0 = 6

Â äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: 5; 9.

3. Â 9 êîðîáêàõ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 9 ëåæàò òîëüêî êðàñíûå è
ñèíèå øàðû. ×èñëî êðàñíûõ øàðîâ âî âòîðîé êîðîáêå â 7

6
ðàç

áîëüøå, ÷åì â ïåðâîé. Êîëè÷åñòâà êðàñíûõ øàðîâ â êîðîáêàõ
îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, à êîëè÷åñòâà ñèíèõ øà-
ðîâ â êîðîáêàõ îáðàçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ (â ïîðÿäêå
íîìåðîâ êîðîáîê). Êîëè÷åñòâî ñèíèõ øàðîâ â ïåðâîé êîðîáêå ñî-
ñòàâëÿåò 25%, à â òðåòüåé � 50% îò ÷èñëà âñåõ øàðîâ â äàííîé
êîðîáêå. Íàéòè îòíîøåíèå îáùåãî ÷èñëà ñèíèõ øàðîâ ê îáùåìó
÷èñëó êðàñíûõ øàðîâ.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ai � êîëè÷åñòâî êðàñíûõ øàðîâ â i-é êîðîáêå (àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ), bi � êîëè÷åñòâî ñèíèõ øàðîâ â i-é êî-
ðîáêå (ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ). Ïî óñëîâèþ:

a2 =
7
6
a1

b1 = 0.25(a1 + b1)

b3 = 0.5(a3 + b3)

⇔


6a2 = 7a1

3b1 = a1

b3 = a3

Ïóñòü d � ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (ai), q � çíàìå-
íàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (bi). Ïîäñòàâèì a2 = a1 + d,
a3 = a1 + 2d, b3 = b1q

2 è âûðàçèì âñå íåèçâåñòíûå ÷åðåç d:
6(a1 + d) = 7a1

3b1 = a1

b1 · q2 = a1 + 2d

⇔


a1 = 6d

b1 = 2d

2d · q2 = 8d

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî d = 0, ëèáî q2 = 4.
Â ïåðâîì ñëó÷àå a1 = b1 = 0 � îçíà÷àåò, ÷òî âñå êîðçèíû ïóñòûå.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîäõîäèò òîëüêî q = 2, òàê êàê êîëè÷åñòâî
øàðîâ b2 = b1 · q íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì.
Íàéäåì îáùåå êîëè÷åñòâî êðàñíûõ øàðîâ (ñóììà ÷ëåíîâ àðèô-
ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè):

a1 + a2 + · · ·+ a9 =
a1 + a9

2
· 9 =

6d+ 14d

2
· 9 = 90d

Íàéäåì îáùåå êîëè÷åñòâî ñèíèõ øàðîâ (ñóììà ÷ëåíîâ ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè):

b1 + b2 + · · ·+ b9 =
q9 − 1

q − 1
· b1 = 511 · 2d = 1022d

Îòâåò: 511
45
.

4. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin
(
2x+

π

4

)
− sinx =

1√
2
.

Ðåøåíèå:

Ðàñêðîåì ñèíóñ ñóììû:

1√
2
sin 2x+

1√
2
cos 2x− sinx =

1√
2

sin 2x+ cos 2x−
√
2 sinx = 1

Ïðèìåíèì ôîðìóëû äâîéíîãî óãëà äëÿ ñèíóñà è äëÿ êîñèíóñà:

2 sinx cosx+ 1− 2 sin2 x−
√
2 sinx = 1

(2 cosx− 2 sinx−
√
2) sinx = 0
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Â ïåðâîì ñëó÷àå:

sinx = 0⇔ x = πn, n ∈ Z

Âî âòîðîì ñëó÷àå:

cosx− sinx =

√
2

2

Ïî ôîðìóëå äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà:

√
2 cos

(
x+

π

4

)
=

√
2

2
⇔ cos

(
x+

π

4

)
=

1

2
⇔ x+

π

4
= ±π

3
+2πk, k ∈ Z

Îòäåëüíî âûïèøåì îòâåò äëÿ êàæäîãî çíàêà:[
x = −7π

12
+ 2πk, k ∈ Z

x = π
12

+ 2πm,m ∈ Z

Îòâåò: πn, n ∈ Z; −7π
12

+ 2πk, k ∈ Z; π
12

+ 2πm, m ∈ Z.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
xlogy x = y2

x
,

(log3 x
2) · logx

(
2x− 3

y

)
= 4

Ðåøåíèå:

Âûïèøåì îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé: x > 0, x 6= 1, y > 0,
y 6= 1, xy > 3

2
.

Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå. Ïðèìåíèì ôîðìóëó loga b · logb c =
loga c:

2 log3 x logx

(
2x− 3

y

)
= 4⇔ log3

(
2x− 3

y

)
= 2⇔ 2x− 3

y
= 9
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Ïðîëîãàðèôìèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ïî îñíîâàíèþ x:

logy x = 2 logx y − 1

Ñäåëàåì çàìåíó logy x = t:

t =
2

t
− 1⇔ t2 + t− 2

t
= 0

Êîðíè: t = 1, t = −2. Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì x è y, ïîëó÷àåì
äâà ñëó÷àÿ: logy x = 1 èëè logy x = −2.

1) Â ïåðâîì ñëó÷àå x = y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

2x− 3

x
= 9⇔ 2x2 − 9x− 3

x
= 0

Ïåðâîå ðåøåíèå x = 9−
√

105
4

íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x > 0.

Âòîðîå ðåøåíèå x = 9+
√

105
4

ïîäõîäèò, òàê êàê

xy = x2 =

(
9 +
√
105

4

)2

>

(
18

4

)2

>
3

2
.

2) Âî âòîðîì ñëó÷àå x = 1
y2
. Âòîðîå óðàâíåíèå:

2

y2
− 3

y
= 9⇔ 9y2 + 3y − 2

y2
= 0

Ïåðâîå ðåøåíèå y = −2
3
îòáðàñûâàåì (y > 0 íå âûïîëíÿåò-

ñÿ). Âòîðîå ðåøåíèå y = 1
3
äàåò x = 9, ÷òî óäîâëåòâîðÿåò

îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé.

Îòâåò: (9; 1
3
),
(

9+
√

105
4

; 9+
√

105
4

)
.
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6. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ABCD ∠B = ∠C = 60◦, AD =
21, BC = 40. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì íà ñòîðîíå BC êàñàåòñÿ
ñòîðîí AB, AD è CD. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí AB è CD.

Ðåøåíèå:

Ïåðâîå äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå: ïðîäîëæèì ñòîðîíû BA è
CD äî ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå K. Òàê êàê äâà óãëà òðåóãîëüíèêà
BCK ðàâíû ïî 60◦, òî îí áóäåò ïðàâèëüíûì. Ïðè÷åì äëèíû âñåõ
ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíû 40.

Îáîçíà÷èì AB = x, CD = y. Ïîëó÷àåì, ÷òî AK = 40− x, DK =
40− y. Òåîðåìà êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà KCD äàåò:

(40− x)2 + (40− y)2 − 2(40− x)(40− y) · 1
2
= 212.

B C

K

F
E

A

D
21

x

O

H

20 20

y

40− y
40− x
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Âòîðîå äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå: ïðîâåäåì ðàçìåðû OF , OH
è OE ê òî÷êàì êàñàíèÿ ñ BA, AD è DC, ñîîòâåòñòâåííî. Òðå-
óãîëüíèêè OBF è OCE � ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíè-
êè (∠B = ∠C = 60◦, OF = OE êàê ðàäèóñû). Çíà÷èò, BO =
OC = 20. Èç ýòèõ æå ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïîëó÷àåì,
÷òî BF = CE = 10. Ñëåäîâàòåëüíî, AF = x− 10, DE = y − 10.

Çàìåòèì, ÷òî, ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ: AH = AF = x − 10,
DH = DE = y − 10. Ïî óñëîâèþ AD = 21. Ñëåäîâàòåëüíî,

(x− 10) + (y − 10) = 21,

x+ y = 41.

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
(40− x)2 + (40− y)2 − 2(40− x)(40− y) · 1

2
= 212

x+ y = 41

Íàõîäèì, ÷òî 40− y = x− 1 è ïîäñòàâëÿåì â ïåðâîå óðàâíåíèå:

(40− x)2 + (x− 1)2 − (40− x)(x− 1) = 212,

3x2 − 123x+ 1200 = 0,

x2 − 41x+ 400 = 0.

Ïîëó÷àåì, ÷òî x = 16 èëè x = 25. Çíà÷åíèÿ âòîðîé íåèçâåñòíîé:
y = 25 è y = 16, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,
÷òî îáà ñëó÷àÿ âîçìîæíû.

Îòâåò: (25; 16) è (16; 25).

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

13 + sin2 x > 3a2 − a+ (4a− 5) cosx
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âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì t = cosx. Íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå:

13 + 1− t2 > 3a2 − a+ (4a− 5)t,

t2 + (4a− 5)t+ (3a2 − a− 14) < 0.

Íåîáõîäèìî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ äàííîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ [−1; 1].
Ãðàôèê ôóíêöèè f(t) = t2 + (4a − 5)t + (3a2 − a − 14) � ïà-
ðàáîëà ñ âåòâÿìè, íàïðàâëåííûìè ââåðõ è ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî f(t) < 0 âûïîëíÿëîñü
ïðè âñåõ t ∈ [−1, 1], íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
f(−1) < 0 è f(1) < 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòà ïàðà íåðàâåíñòâ
âûïîëíÿåòñÿ, òî f(t) < 0 ïðè âñå t ∈ [−1, 1] â ñèëó âûïóêëîñòè
ôóíêöèè. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Èìååì:{

1 + (4a− 5) + 3a2 − a− 14 < 0

1− (4a− 5) + 3a2 − a− 14 < 0
⇔

{
a2 + a− 6 < 0

3a2 − 5a− 8 < 0{
a ∈ (−3; 2)
a ∈

(
−1; 8

3

) ⇔ a ∈ (−1; 2).

Îòâåò: (−1; 2).
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8. Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó SABCD (S � âåð-
øèíà ïèðàìèäû) âïèñàí øàð. ×åðåç öåíòð øàðà è ðåáðî AB ïðî-
âåäåíà ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ â ïåðåñå÷åíèè ñ ïèðàìèäîé äàåò ÷å-
òûðåõóãîëüíèê ABMN . Îáúåìû ïèðàìèä SABMN è SABCD
îòíîñÿòñÿ êàê 5 : 9. Íàéäèòå êîñèíóñ äâóãðàííîãî óãëà ìåæäó
áîêîâîé ãðàíüþ è îñíîâàíèåì èñõîäíîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå:

A

BD

C
F

E

H

S

O

T
N

M

Ðèñ. 15: ê çàäà÷å �8

Èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë îáîçíà÷èì ∠SEH = α. Äëèíó àïîôå-
ìû îáîçíà÷èì SF = SE = b. Ñòîðîíû îñíîâàíèÿ òîãäà ðàâíû
a = 2b cosα.

Ïóñòü T , E, F , H � ñåðåäèíû ñòîðîí NM , AB, CD è EF , ñîîò-
âåòñòâåííî. ×åòûðåõóãîëüíèê ABMN � ïëîñêèé. Çíà÷èò, ëèáî
ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêàåòMN íà ïðÿìîé CD (îáùàÿ ïðÿìàÿ ãðàíåé
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MNCD è ABCD), ëèáî âñå òðè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Ïåðâûé
âàðèàíò íåâîçìîæåí, òàê êàê ïðÿìàÿ AB ïàðàëëåëüíà CD. Ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ABMN � òðàïåöèÿ. Òàê êàê ïèðàìèäà SABCD �
ïðàâèëüíàÿ, òî âñå áîêîâûå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ðàâíîáåäðåííûìè
òðåóãîëüíèêàìè. Çíà÷èò, DCMN � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ.
Òîãäà òðåóãîëüíèêè AND è BMC ðàâíû è, ñëåäîâàòåëüíî, òðà-
ïåöèÿ ABMN ðàâíîáåäðåííàÿ. Öåíòð øàðà O áóäåò ëåæàòü íà
ïðÿìîé TE è áóäåò öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà
SEF .

Îáúåì ïèðàìèäû SABMN ðàâåí 1
3
· h · SABMN , ãäå h � ðàññòî-

ÿíèå îò âåðøèíû S äî ïëîñêîñòè ABMN . Òàê êàê O � öåíòð
âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê SFE îêðóæíîñòè, òî ∠SET = α

2
. Ïî-

ýòîìó h = SE · sin∠SET = SE · sin α
2
. Îáúåì ïèðàìèäû SABCD

ðàâåí 1
3
· SH · SABCD. Îòíîøåíèå îáúåìîâ ðàâíî:

5

9
=
SABMN · SE · sin α

2

SABCD · SH
=

(AB +MN) · TE · SE · sin α
2

2 · AB2 · SH
.

Âûðàçèì âñå ÷åðåç a, b.

ßñíî, ÷òî ET � áèññåêòðèñà óãëà SEF . Ïî ôîðìóëå äëÿ áèññåê-
òðèñû:

ET =
2ab cos α

2

a+ b
.

Äëèíó MN îïðåäåëèì èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ SMN è SCD:
MN
CD

= ST
SF
. Ïî ñâîéñòâó áèññåêòðèñû èìååì: ST

TF
= SE

EF
. Ýòî çíà÷èò,

÷òî ST
SF

= SE
SE+EF

= b
b+a

. Ïîëó÷àåì:

MN =
ab

a+ b
.

Äëèíó SH íàéäåì èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà SHE:

SH = b sinα.
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Äëÿ îòíîøåíèÿ îáúåìîâ èìååì:

5

9
=

(a+ ab
a+b

) · 2ab cos α
2

a+b
· b · sin α

2

2 · a2 · b · sinα
=

(1 + b
a+b

) · 1
a+b
· b

2
=

ab+ 2b2

2(a+ b)2
.

Ïóñòü t = cosα. Òîãäà:

5

9
=

2b2t+ 2b2

2(2bt+ b)2
=

t+ 1

(2t+ 1)2
,

20t2 + 20t+ 5 = 9t+ 9⇔ 20t2 + 11t− 4 = 0.

Èç äâóõ êîðíåé t = −4
5
è t = 1

4
ïîäõîäÿùèì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîëî-

æèòåëüíûé, òàê êàê äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ïèðàìèäû
íå ìîæåò áûòü òóïûì.

Îòâåò: 1
4
.
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2018 ãîä

1 âàðèàíò

1. Êàêîå öåëîå ÷èñëî çàäàíî âûðàæåíèåì
√

8·( 5
3

+ 1
5)

( 2
3
− 1

5)·
√

32
?

Ðåøåíèå:

Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ñðàçó ïðèâîäÿò ê îòâåòó:

√
8 ·
(

5
3
+ 1

5

)(
2
3
− 1

5

)
·
√
32

=

(
5
3
+ 1

5

)
2
(

2
3
− 1

5

) =
28
15

2 · 7
15

= 2.

Îòâåò: 2.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå:

√
10x+ 6 = 5x− 9.

Ðåøåíèå:

Âûðàæåíèå ñëåâà íåîòðèöàòåëüíî, ïîýòîìó âûðàæåíèå ñïðàâà òî-
æå:

5x− 9 > 0⇔ x >
9

5
.

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò:

10x+ 6 = 25x2 − 90x+ 81⇔ x2 − 4x+ 3 = 0.

Èç äâóõ êîðíåé x = 1, x = 3 ïîäõîäèò òîëüêî x = 3.

Îòâåò: 3.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî:(
8

27

) 2
x

6

(
9

4

) 1
3−x

.
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Ðåøåíèå:

Ïðèâåäåì îáå ñòåïåíè ê îñíîâàíèþ 3
2
:

(
3

2

)− 6
x

6

(
3

2

) 2
3−x

.

Îñíîâàíèå 3
2
> 1, ïîýòîìó äëÿ ïîêàçàòåëåé çíàê íåðàâåíñòâà ñî-

õðàíÿåòñÿ:

−6

x
6

2

3− x
⇔ −6(3− x)− 2x

x(3− x)
6 0⇔ 4x− 18

x(3− x)
6 0.

Ðåøèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ:

+

0

−

3

+

4.5

−

x ∈ (0, 3) ∪ [4.5;+∞)

Îòâåò: x ∈ (0, 3) ∪ [4.5;+∞).

4. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 50 ÷ëåíîâ (âñå ïîëîæèòåëüíûå).
Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ëîãàðèôìû ïî îñíîâàíèþ 2 îò êàæäîãî
÷ëåíà ïðîãðåññèè, òî ïîëó÷èòñÿ 1325. Åñëè âû÷èñëèòü ñóììó ëî-
ãàðèôìîâ ïî îñíîâàíèþ 2 òîëüêî ïåðâûõ 30 ÷ëåíîâ, òî ïîëó÷èòñÿ
495. Âû÷èñëèòå ñóììó ïåðâûõ 10 ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ÷ëåíû ïðîãðåññèè ÷åðåç b1, b2, . . . , b50, à ÷åðåç q �
çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî bk =
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Ðåøåíèÿ

b1q
k−1, ïðåîáðàçóåì ñóììó ëîãàðèôìîâ ïî îñíîâàíèþ 2 ïåðâûõ n

÷ëåíîâ:

log2 b1 + log2 b2 + . . .+ log2 bn = log2 (b1 · b2 · . . . · bn) =

= log2

(
b1 · b1 · q · b1 · q2 · . . . · b1 · qn−1

)
= log2

(
bn1 · q1+2+3+...+(n−1)

)
=

= n log2 b1+(1+2+3+. . .+(n−1))·log2 q = n log2 b1+
n(n− 1)

2
log2 q.

Òåïåðü ïåðåïèøåì óñëîâèå çàäà÷è â âèäå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:{
50 log2 b1 +

50·49
2
· log2 q = 1325

30 log2 b1 +
30·29

2
· log2 q = 495

Ïîñëå ñîêðàùåíèé èìååì:{
2 log2 b1 + 49 log2 q = 53

2 log2 b1 + 29 log2 q = 33

Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå: log2 q = 1, òî åñòü q = 2.
Ñîîòâåòñòâåííî, log2 b1 = 2, òî åñòü b1 = 4.

Îñòàåòñÿ íàéòè ñóììó ïåðâûõ 10 ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè:

b1 + b2 + . . .+ b10 =
q10 − 1

q − 1
· b1 =

(
210 − 1

)
· 4 = 4092.

Îòâåò: 4092.

5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
5 sin y − 3

√
5 cosx = 7− 2 cos2 y,

tg x = 2.
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Ðåøåíèå:

Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå:

x = arctg 2 + πn, n ∈ Z.

Íàéäåì cosx èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîãî òîæäåñòâà:

sin2 x+ cos2 x = 1⇔ tg2 x+ 1 =
1

cos2 x
⇔ cos2 x =

1

5
.

Ñîãëàñóåì çíàê cosx ñ ðåøåíèÿìè âòîðîãî óðàâíåíèÿ.

1) Åñëè óãîë x ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè, òî x = arctg 2 +
2πk, k ∈ Z è cosx = 1√

5
:

5 sin y − 3 = 7− 2 cos2 y.

Çàìåíà: t = sin y ∈ [−1, 1]. Òîãäà:

5t− 3 = 7− 2(1− t2),

2t2 − 5t+ 8 = 0.

Ðåøåíèé íåò.

2) Åñëè óãîë x ëåæèò â òðåòüåé ÷åòâåðòè, òî x = arctg 2 + π +
2πk, k ∈ Z è cosx = − 1√

5
:

5 sin y + 3 = 7− 2 cos2 y.

Çàìåíà t = sin y ∈ [−1, 1]. Òîãäà:

5t+ 3 = 7− 2(1− t2),

2t2 − 5t+ 2 = 0.

Èç äâóõ ðåøåíèé t = 2, t = 1
2
ïîäõîäèò òîëüêî âòîðîå: sin y =

1
2
. Òî åñòü,

y = (−1)mπ
6
+ πm,m ∈ Z.
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Ðåøåíèÿ

Îòâåò:
(
arctg 2 + π + 2πk; (−1)mπ

6
+ πm

)
, k,m ∈ Z.

6. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíàìè: AB = 4, BC = 5, AC =
6 ïðîâåäåíû âûñîòû AH1, BH2, CH3. Íàéäèòå îòíîøåíèå äëèí
îòðåçêîâ H1H3 : H2H3.

Ðåøåíèå:

A B

C

6
5

4

H1

H2

H3

Ðèñ. 16: ê çàäà÷å �6

Îáîçíà÷èì ∠BAC = α, ∠ABC = β, ∠ACB = γ. Îïðåäåëèì cosα,
cos β è cos γ ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

cosα =
AB2 + AC2 −BC2

2 · AB · AC
=

42 + 62 − 52

2 · 4 · 6
=

9

16
> 0,

cos β =
BA2 +BC2 − AC2

2 ·BA ·BC
=

42 + 52 − 62

2 · 4 · 5
=

1

8
> 0,

cos γ =
CA2 + CB2 − AB2

2 · CA · CB
=

52 + 62 − 42

2 · 5 · 6
=

3

4
> 0.
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ßñíî, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé.

Òðåóãîëüíèê AH2H3 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC, òàê êàê óãîë A
� îáùèé, à ïðèëåæàùèå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû, òî åñòü

AH2

AB
= cosα =

AH3

AC
.

Ñëåäîâàòåëüíî:
H2H3

BC
= cosα,

H2H3 = BC · cosα = 5 · 9
16

=
45

16
.

Àíàëîãè÷íî, òðåóãîëüíèê BH1H3 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó BAC,
òàê êàê óãîë B � îáùèé, à ïðèëåæàùèå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëü-
íû (êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí cos β). Ñëåäîâàòåëüíî,

H1H3

AC
= cos β,

H1H3 = AC · cos β = 6 · 1
8
=

3

4
.

Íàõîäèì îòâåò: H1H3

H2H3
= 3

4
· 16

45
= 4

15
.

Îòâåò: 4 : 15.

7. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|(2− a)x− a| = (2− a)(x+ 1)2 + 2ax− 2x+ 2a

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå.

Ðåøåíèå:

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = x+ 1. Èìååì:

|(2− a)t− 2| = (2− a)t2 + (2a− 2)t+ 2.
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Îáîçíà÷èì b = 2− a. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

|bt− 2| = bt2 + (2− 2b)t+ 2.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî t = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðè ëþáûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà b. Äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå b, ïðè êîòîðûõ ðåøå-
íèé îòëè÷íûõ îò íóëÿ íåò.

Åñëè b = 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

2 = 2t+ 2,

êîòîðîå êàê ðàç èìååò òîëüêî ðåøåíèå t = 0. Ñîîòâåòñòâåííî,
a = 2 âõîäèò â îòâåò.

Ïóñòü b 6= 0. Çàìåíà z = bt. Òîãäà t = z
b
è

|z − 2| = z2

b
+

(2− 2b)z

b
+ 2.

Èëè:
b|z − 2| = z2 + (2− 2b)z + 2b.

Îïðåäåëèì âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b òàêèå, ïðè êîòîðûõ óðàâíå-
íèå íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé z íè â îäíîì èç äâóõ ñëó÷àåâ,
êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ðàñêðûòèè ìîäóëÿ:

1) Ïóñòü z > 2. Òîãäà óðàâíåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

bz − 2b = z2 + (2− 2b)z + 2b.

Èëè:
z2 + (2− 3b)z + 4b = 0.

Óðàâíåíèå íå äîëæíî èìåòü ðåøåíèé z > 2. Òî åñòü, ëèáî
êîðíåé íåò, ëèáî êîðíè ìåíüøå 2. Îáîçíà÷èì f(z) = z2+(2−
3b)z + 4b.
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Â ïåðâîì ñëó÷àå D < 0:

(2− 3b)2 − 16b < 0⇔ 9b2 − 28b+ 4 < 0⇔

b ∈

(
14− 4

√
10

9
;
14 + 4

√
10

9

)
.

Âî âòîðîì ñëó÷àå êîðíè ñóùåñòâóþò, íî ìåíüøå 2. Ýòî óñëî-
âèå çàïèøåì â âèäå ñèñòåìû:

D > 0

z
â
< 2

f(2) > 0

⇔


b ∈

(
−∞; 14−4

√
10

9

]
∪
[

14+4
√

10
9

; +∞
)

−2−3b
2

< 2

4 + (2− 3b) · 2 + 4b > 0

⇔


b ∈

(
−∞; 14−4

√
10

9

]
∪
[

14+4
√

10
9

; +∞
)

b < 2

b < 4

⇔ b ∈

(
−∞;

14− 4
√
10

9

]
.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî b 6= 0, íàõîäèì:

b ∈ (−∞; 0) ∪

(
0;

14− 4
√
10

9

]
.

Çíà÷èò, êîðíåé z > 2 íå áóäåò ïðè

b ∈ (−∞; 0) ∪

(
0;

14 + 4
√
10

9

]
.

2) Ïóñòü z < 2. Òîãäà:

2b− bz = z2 + (2− 2b)z + 2b,

z2 + (2− b)z = 0.
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z = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â ëþáîì ñëó÷àå. À ðåøåíèå z =
b − 2 äîëæíî áûòü ïîñòîðîííèì èëè ñîâïàäàòü ñ ïåðâûì
ðåøåíèåì. Â ïåðâîì ñëó÷àå b − 2 > 2, òî åñòü b > 4. Âî
âòîðîì ñëó÷àå b = 2.

Çíà÷èò, êîðíåé z < 2 íå áóäåò ïðè

b ∈ {2} ∪ [4; +∞).

Òî åñòü, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä: óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé
z 6= 0 òîëüêî ïðè b = 2 (ïðè a = 0).

Îòâåò: {0; 2}.

8. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå SABC äëèíû âñåõ ðåáåð îäèíàêîâû.
Òî÷êà M â ïðîñòðàíñòâå òàêîâà, ÷òî MA = MB = MC =

√
3 ñì

è ïðÿìàÿ AM ïåðåñåêàåòñÿ ñ âûñîòîé òðåóãîëüíèêà SBC, îïó-
ùåííîé èç âåðøèíû B. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû SABC.

Ðåøåíèå:

Ðàâåíñòâî âñåõ ðåáåð îçíà÷àåò, ÷òî ïèðàìèäà SABC � ýòî ïðà-
âèëüíûé òåòðàýäð. Òàê êàê MA = MB = MC, òî âûñîòà èç M
íà ïëîñêîñòü ABC ïàäàåò â H � öåíòð òðåóãîëüíèêà ABC. Àíà-
ëîãè÷íî, âûñîòà èç S òîæå ïàäàåò â H. Ñëåäîâàòåëüíî, M ëåæèò
íà ïðÿìîé SH.

Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ AM ëåæèò â ïëîñêîñòè ASH, òî îíà ëåæèò
è â ïëîñêîñòè ASN , ãäå N � ñåðåäèíà ðåáðà BC. Òî åñòü, AM
ïåðåñåêàåòñÿ ñ âûñîòàìè SN è BK òðåóãîëüíèêà SBC. Òàêèì
îáðàçîì, AM ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò L � öåíòð
ãðàíè SBC, è ñîäåðæèò âûñîòó òåòðàýäðà.

Ïåðåéäåì ê ñ÷åòó. Òàê êàê H � öåíòð ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëü-
íèêà ABC, òî AH : HN = 2 : 1. Àíàëîãè÷íî, L � öåíòð ðàâíî-
ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà SBC, ïîýòîìó SL : LN = 2 : 1. Òðå-
óãîëüíèêè NLH è NSA ïîäîáíû ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ïîäîáèÿ,
îòñþäà LH

SA
= 1

3
è LH||SA. Äàëåå òðåóãîëüíèêè LMH è AMS

ïîäîáíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ïîäîáèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, LM
AM

= 1
3
.
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A B

C

N
H

S

L
M

K

Ðèñ. 17: ê çàäà÷å �8

Èìååì: ML =
√

3
3
, AL = 4

√
3

3
. Òàê êàê òåòðàýäð ïðàâèëüíûé, òî

MH =ML =

√
3

3
, SH = AL =

4
√
3

3
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà AMH:

AH2 = AM2 −MH2 = 3− 1

3
=

8

3
⇒ AH =

2
√
6

3
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå AH : HN = 2 : 1, ïîëó÷èì:

AN =
3

2
· AH =

√
6.

Èç ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC ëåãêî íàéòè ñòîðîíó,
çíàÿ åãî âûñîòó:

BC =
2√
3
· AN = 2

√
2.

104



Ðåøåíèÿ

Âûïèøåì îáúåì ïèðàìèäû:

VSABC =
1

3
·SH ·SABC =

1

6
·SH ·AN ·BC =

1

6
· 4
√
3

3
·
√
6 ·2
√
2 =

8

3
.

Îòâåò: 8
3
.
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Îòâåòû

2011 ãîä

1 âàðèàíò

1) 3
4
;
√
7 + 2. 2) 5,7. 3) πn, n ∈ Z; ±π

3
+ 2πk, k ∈ Z. 4)

(
3
2
; 1
)
.

5) −186. 6) 10; 9−
√
33; 14; 15 +

√
33 èëè

10; 15−
√
33; 14; 9 +

√
33. 7) (−3;+∞). 8) 1

3
.

2 âàðèàíò

1) −2
3
;
√
5 + 3. 2) 6,2. 3) π

2
+ πn, n ∈ Z; (−1)k π

6
+ πk, k ∈ Z.

4)
(
1; 2

3

)
. 5) −175. 6) 13; 25−

√
145

2
; 17; 35+

√
145

2
èëè

13; 25+
√

145
2

; 17; 35−
√

145
2

. 7) (6;+∞). 8) 3
8
.

2012 ãîä

1 âàðèàíò

1) Âñå òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè: 4, 66, 2. 2) −1; 1.
3) 3π

4
+ πk, k ∈ Z; 0. 4) 45046. 5) (0; 1) ∪ [7; 2401]. 6) 25

√
3

2
.

7)
[
1− 2

√
11

11
; 1 + 2

√
11

11

]
. 8) 27 : 5.

2 âàðèàíò

1) Âñå òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè: 5, 70, 2. 2) −2; 2.
3) π

4
+ πk, k ∈ Z; 0. 4) 50197. 5) (0; 1) ∪ [11; 1331]. 6) 73

√
3

2
.

7)
[

11−2
√

11
7

; 11+2
√

11
7

]
. 8) 18 : 7.
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Îòâåòû

2013 ãîä

1 âàðèàíò

1) 12. 2)
(
−34

5
;−1

5

)
. 3) ±2π

27
+ 4πn

9
, n ∈ Z. 4) 675.

5) (log2 12; log2 13) ∪ [4; +∞). 6) 10. 7) (116; 6); (6; 116). 8) 2; 1
2
.

2 âàðèàíò

1) 4. 2)
(
−51

5
;−4

5

)
. 3) ±4π

33
+ 4πn

11
, n ∈ Z. 4) 598.

5) (log3 6; log3 7) ∪ [2; +∞). 6) 6. 7) (5; 95); (95; 5). 8) 3; 1
3
.

2014 ãîä

1 âàðèàíò

1) 13. 2) −4. 3) ±π
9
+ πn

3
, n ∈ Z. 4) 5

8
.

5)
[
−8

9
; 0
)
∪ (0; 1) ∪

[
2; 10+2

√
145

15

)
∪
(

10+2
√

145
15

; 22
3

]
. 6) 44

√
3.

7)
(
1− 2

√
2

3
; +∞

)
. 8) 10 ñì.

2 âàðèàíò

1) 15. 2) −3. 3) ± π
30

+ πn
5
, n ∈ Z. 4) 511

198
.

5)
[
−71

2
; −13−

√
409

8

)
∪
(
−13−

√
409

8
;−3

]
∪ (−1; 0) ∪

(
0; 5

6

]
. 6) 24

√
3.

7)
(

4−2
√

3
3

; +∞
)
. 8) 12 ñì.

2015 ãîä

1 âàðèàíò

1) 4,5. 2) 2; 6. 3) ±π
3
+ 2πn, n ∈ Z. 4) (0; 0);

(
1
2
; 4
)
;
(

5
6
;−62

3

)
.

5) [6; 14). 6) 5
√
3. 7) −2 3

13
; −14

7
. 8) 27

√
3.

2 âàðèàíò

1)
√

20
7
+ 23

6
. 2) 3; 4. 3) (−1)n π

6
+ πn, n ∈ Z. 4) (0; 0),

(
1; 21

2

)
;(

11
2
,−33

4

)
. 5) (−10;−2]. 6) 6

√
3. 7) −24

7
; −3 3

13
. 8) 12

√
3.
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2016 ãîä

1 âàðèàíò

1) 1 êîðåíü. 2) (7; 2); (−2;−7). 3) 25. 4) (0; 1) ∪ [5; +∞).

5) ±π
6
+ πn, n ∈ Z; 1

2
arctg 3 + πk

2
, k ∈ Z. 6) 5

√
15

4
. 7) −34; −2.

8) 8
√
7.

2 âàðèàíò

1) 1 êîðåíü. 2) (7; 1); (−1;−7). 3) 20. 4) (0; 1) ∪ [3; +∞).

5) ±π
3
+ πn, n ∈ Z; 1

2
arctg 2 + πk

2
, k ∈ Z. 6)

√
143
4
. 7) −32; −2.

8) 6
√
3.

2017 ãîä

1 âàðèàíò

1) 16; 17. 2) 5; 9. 3) 511
45
. 4) πn, n ∈ Z; −7π

12
+ 2πk, k ∈ Z;

π
12

+ 2πm, m ∈ Z. 5) (9; 1
3
),
(

9+
√

105
4

; 9+
√

105
4

)
. 6) (25; 16) è (16; 25).

7) (−1; 2). 8) 1
4
.

2 âàðèàíò

1) 14; 15. 2) 6; 9. 3) 1023
85

. 4) π
2
+ πn, n ∈ Z; 5π

12
+ 2πk, k ∈ Z;

−11π
12

+ 2πm, m ∈ Z. 5) (4; 2),
(√

46+4
5

;
√

46−4
6

)
. 6) (9; 16) è (16; 9).

7) (−2; 1). 8) 3
4
.

2018 ãîä

1 âàðèàíò

1) 2. 2) 3. 3) (0, 3) ∪ [4.5;+∞). 4) 4092.
5) (arctg 2 + π + 2πn; (−1)n π

6
+ πk), n, k ∈ Z. 6) 4 : 15. 7) 0; 2.

8) 8
3
.
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Îòâåòû

2 âàðèàíò

1) 5. 2) 2. 3) (0, 2) ∪
[

18
7
; +∞

)
. 4) 8184.

5) (arctg 3 + π + 2πn;±2π
3
+ 2πk), n, k ∈ Z. 6) 49 : 125. 7) −1; 1.

8) 8
√
3.
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